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****....---- Halle el límite siguiente 

lim(0,2)→(4,4)
56758 9 76 

SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.    
Observamos que para el punto a donde tiende el límite el denominador 58 9 76 @ 0 luego tenemos una indeterminación. 

Para los límites de matemáticas 5 se debe seguir los siguientes pasos. 
a. Buscamos un límite (valor) probable, usamos dos trayectorias usuales las rectas 7 @ C(5 D 54) D 74 donde (54, 74) es el punto a donde tiende y la otra son parábolas si se tiende al punto (0,0) entonces 7 @ C56. Otra trayectoria está permitida. Recuerde que el límite es UNICO luego no debe depender de ninguna trayectoria 

Usamos rectas 7 @ C5, luego E(5, 7 @ C5) 
lim0→4

56C558 9 C656 @ lim0→4
5F56 G C56 9 C6H @ 0 

b. Luego podemos suponer que el límite es cero, para ello se comprueba con la definición. Sin embargo no logramos acotar vea Uds. por qué. Probamos con parábolas  7 @ C56, E(5, 7 @ C56) 
lim0→4

56C5658 9 C658 @ lim0→4
5858 G C1 9 C6H @ G CC6 9 1H 

Observamos que depende de la “pendiente” de la parábola luego no es único se concluye que no existe el límite. 
 

****....---- Halle el límite siguiente 
lim(0,2)→(4,4)

567656 9 76 9 (5 D 7)6 
SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.    
Buscamos un límite probable por rectas 7 @ C5 

lim0→4
56C65656 9 C656 9 56(1 D C)6 @ lim0→4

5856 O C61 9 C6 9 (1 D C)6P @ 0 
 



Luego lo verificamos por la definición de límite 
|(5, 7) D (0,0�| R S  @T    |E�5, 7� D U| R V 

Entonces 
|E�5, 7� D U| @ W 567656 9 76 9 �5 D 7�6 D 0W @ W 567656 9 76 9 �5 D 7�6W @ |5676||56 9 76 9 �5 D 7�6| 

Ya que tratamos de buscar una expresión máxima para acotarlo, se debe maximar el numerador y minimizar el denominador, se tiene 
56 R 56 9 76 R 56 9 76 9 �5 D 7�6 

Luego 
|E�5, 7� D U| R 567656 R V   @T     76 R V 

De la definición |�5, 7� D �0,0�| R S, esto corresponde a un círculo centro en �0,0� de radio S. Entonces sabemos 
56 9 76 R S6     @T     76 R 56 9 76 R S6 

76 R S6 R V    @T       S @ √V 
Luego la definición verifica que ese es el límite de la función  ****....---- Verifique el límite es correcto. 

lim�0,2�→�4,4� 56 D 23 9 57 @ D 23 
SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.    
Sabemos unas cuantas desigualdades para acotar, proveniente de la definición. 

56 9 76 R S6   @T    Z56 R 56 9 76 R S6    @T    |5| R S76 R 56 9 76 R S6   @T    |7| R S  
Verificamos la definición. 

|E�5, 7� D U| R V  @T    W56 D 23 9 57 9 23W @ W356 D 6 9 6 9 2579 9 357 W @ W356 9 2573�3 9 57� W 
Luego maximizamos el numerador 

|356 9 257| [ 3|56| 9 2|5||7| R 3S6 9 2SS R 5S6 
Minimizamos el denominador.  

|3 9 57| [ 3 9 |5||7| R 3 9 S6   @T   D3 D S6 R |3 9 57| R 3 9 S6  
D3 D S6 R |3 9 57| R 3 9 S6  se puede acotar  D 3 D S6 R 3 D S6 R |3 9 57| R 3 9 S6 



Luego  S R √3 
Por lo tanto, se acota la función 

|E�5, 7� D U| R 5S63�3 D S6� R V   @T    5S6 R 3V�3 D S6�  @T   S6 R 9V5 9 3V 
Por lo tanto 

S\]^ @ _√3, ` 9V5 9 3VVa 
El límite existe. 
 
1111....---- Determine el siguiente límite 

lim�0,2�→�b,4�
58 D 25F 9 56 9 5676�5 D 1�6 9 76  

SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.    
Buscamos límite probable por recta, 7 @ C�5 D 1� 

lim0→b
58 D 25F 9 56 9 56�C6�5 D 1�6��5 D 1�6 9 C6�5 D 1�6 @ lim0→b O56�5 D 1�6 9 56C6�5 D 1�6�5 D 1�6�1 9 C6� P 

lim0→b
56�5 D 1�6�5 D 1�6 O1 9 C61 9 C6P @ 1 

Verificamos mediante la definición de límite. 
 
Para el punto �1,0�,  

|�5, 7� D �1,0�| R S  @T     �5 D 1�6 9 76 R S6  @T  Z�5 D 1�6 R �5 D 1�6 9 76 R S676 R �5 D 1�6 9 76 R S6  
Buscamos acotar ahora |E�5, 7� D U| R V 

W58 D 25F 9 56 9 5676�5 D 1�6 9 76 D 1W @ W58 D 25F 9 56 9 5676 D �5 D 1�6 D 76�5 D 1�6 9 76 W 
W56�5 D 1�6 9 76�56 D 1� D �5 D 1�6�5 D 1�6 9 76 W @ W�56 D 1��5 D 1�6 9 76�56 D 1��5 D 1�6 9 76 W 

W�56 D 1��76 9 �5 D 1�6��5 D 1�6 9 76 W @ |56 D 1| @ |5 D 1||5 9 1| 
 



Sabemos que |5 D 1| R S, ahora acotamos el término |5 9 1| 
DS R 5 D 1 R S  @T   DS 9 2 R 5 9 1 R S 9 2  @>    DS D 2 R 5 9 1 R S 9 2 

|5 9 1| R S 9 2 
|E(5, 7� D U| @ |5 D 1||5 9 1| R d�d 9 e� R f 

Hemos hallado la relación épsilon – delta luego el limite existe. 
    
2222....---- Determine el límite de la función, en el punto �0,0�. 

E�5, 7� @ _756 sin�5�56 9 76      hi  �5, 7� ≠ �0,0�
0        hi   �5, 7� @ �0,0�  

SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.    
Probamos en primer lugar rectas de ecuación 7 @ C5 ya que pasa por el punto �0,0�, se tiene que 

lim�0,\0�→(4,4) C556 sin(5)56 + C656 = lim0→4 5F56 Chik(5)1 + C6 = 0 
Luego el límite probable será 0, verificamos por la definición de límite la veracidad. 

|(5, 7) − (0,0)| < S  =>    |E(5, 7) − 0| < V 
Entonces 

|E(5, 7) − U| = W756 sin(5)56 + 76 − 0W = W756 sin(5)56 + 76 W = |756 sin(5)|56 + 76 < V 
Acotamos la expresión anterior por lo que recordemos MAXIMAR el numerador y MINIMIZAR el denominador. 
Se tiene que para el denominador: 

56 < 56 + 76 
Por lo  que 

|756 sin(5)|56 + 76 < |756 sin(5)|56 < |7 sin(5)| 
Ahora maximizamos 
Como 5 → 0 se cumple que sin(5) ≈ 5 por lo que escribimos 

|7 sin(5)| < |75| = |5||7| 
De la definición de delta, sabemos: 

56 + 76 < S6   =>    Z56 < 56 + 76 < S6    =>    |5| < S76 < 56 + 76 < S6   =>    |7| < S  



Por lo que podemos finalizar 
|E(5, 7) − 0| < V =>    SS < V   =>     d = √f 

Se demuestra el límite. 
 3333....---- Demuestre la veracidad del límite. lim(0,2)→(b,6) 567 + 765 = 6 
SoluciónSoluciónSoluciónSolución....    
Vamos a la definición de límite 

|(5, 7) − (1,2)| < S  =>    |E(5, 7) − 6| < V 
Acotamos la sección de épsilon. 

|567 + 765 − 6| < V 
De la definición de delta se tiene que 

(5 − 1)6 + (7 − 2)6 < S6   =>    p(5 − 1)6 < (5 − 1)6 + (7 − 2)6 < S6    =>    |5 − 1| < S(7 − 2)6 < (5 − 1)6 + (7 − 2)6 < S6   =>    |7 − 2| < S  
Por lo que debemos buscar de alguna forma los términos |5 − 1|  7  |7 − 2| 
Haciendo un cambio de variable adecuado, tenemos  

5 = 5 − 1 + 1       7       7 = 7 − 2 + 2 
Queda 

|(5 − 1 + 1)6(7 − 2 + 2) + (7 − 2 + 2)6(5 − 1 + 1) − 6| < V 
Realizando el producto notable y distributivo y así mismo mantenemos las expresiones que queremos nos queda 

|((5 − 1)6 + 2(5 − 1) + 1)(7 − 2 + 2) + ((7 − 2)6 + 4(7 − 2) + 4)(5 − 1 + 1))  − 6| < V  
|(5 − 1)6(7 − 2) + 2(5 − 1)6 + 2(5 − 1)(7 − 2) + 4(5 − 1) + (7 − 2) + 2 + (7 − 2)6(5 − 1) + (7 − 2)6 + 4(7 − 2)(5 − 1)+ 4(7 − 2) + 4(5 − 1) + 4 − 6| < V 

De la desigualdad triangular y utilizando la acotación de delta tenemos 
S6S + 2S6 + 2SS + 4S + S + S6S + S6 + 4SS + 4S + 4S < V 

2SF + 9S6 + 13S < V 
Queda verificado el limite. 
 
 



4.4.4.4.---- Halle el límite 
lim(0,2)→(4,4) 45F7F + 78 + 5s7(5 + 76)F  

Solución.Solución.Solución.Solución.    
Probando con rectas que pasan por el punto o parábolas de distintas escalas todas dan un limite probable 0. Sin embargo no podemos acotar la función. Deberíamos buscar una trayectoria tal que se pueda demostrar que el limite es distinto.  
Sea 7 = C5tu se tiene que 

limO0,2v\0tuP→(4,4)
45FCF5w8 + C85F + 5sC5F8

x5 + C65F6yF  =>  lim0→4 5F5F 4CF5w8 + C8 + 5bb8 C
x1 + C65b6yF = C8 

Luego dependerá de la escala de la trayectoria y el limite no es igual. Por lo que concluimos que NO EXISTE.  5.5.5.5.---- Halle lo que se pide, sea la función 
E(5, 7) = Z5 cos(7)      hi   7 ≥ 560       hi  7 < 56  

a.- lim(0,2)→(b,6) E(5, 7)          b.- lim(0,2)→O{|u,|uP E(5, 7)          c.-   lim(0,2)→(4,4) E(5, 7) 
Solución.Solución.Solución.Solución.    
Para la parte (a) es trivial debido a que el punto no cae en el cambio de la definición de la función a trozos. Por lo que 

lim(0,2)→(b,6) 5 cos (7) = cos(2) 
En cuanto a la parte (b) y (c) tenemos problemas, porque la función cambia su definición, luego probamos con rectas de ecuación 7 − 74 = C(5 − 54) dado a que la frontera que define la función es de ecuación 7 = 56 los puntos sobre ella son de la forma (54, 546) por lo que 

7 = C(5 − 54) + 546 
Aplicando la recta para determinar el limite se tiene que 

lim0→0} E(5, C(5 − 54) + 546) = lim0→0} Z 0    hi  5 > 545 cos(C(5 − 54) + 546)   5 < 54 
Si evaluamos los limites laterales tendremos que 

0 = 54 cos(546) 
 



Por lo que tenemos varios casos posibles  
(1)   54 @ 0      (2) 546 @ (2k 9 1) ~2 @>   |54| @ {(2k 9 1) ~2 

Por lo que podemos decir que (b) el limite NO EXISTE. 
Para en cuanto a (c) el límite PROBABLE es 0 por lo que ahora debemos verificar por definición. 
Vamos a la definición de límite 

|(5, 7) − (0,0)| < S  =>    |E(5, 7) − 0| < V 
Vamos con ambas definiciones de la función. 

�5 cos(7) − 0     hi   7 ≥ 560 − 0       hi  7 < 56 � < V    =>     �5 cos(7)0 � < V 
De la segunda línea se tiene que 

0 < V 
Lo cual es correcto y se cumple la condición de la definición de limite 
Para la primera línea tenemos 

|5 cos (7)| < V  =>    |5||cos (7)| < V  =>   |5| < V 
De la definición de delta se tiene que 

|5| < S 
Por lo que concluimos  

S < V 
El limite si existe y es 0. Para (b) 
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1.1.1.1.---- Determine la función /(0, 2) para que f sea continua en el punto. 

6(0, 2) 7 8 09 : 20; : 22; : 290; : 2;          <=  (0, 2) > (0,0)
               /(0, 2)                     <=    (0, 2) 7 (0,0) 

SOLUCIONSOLUCIONSOLUCIONSOLUCION    
Para que la función sea continua se debe cumplir que 

lim(A,B)→(D,D)
09 : 20; : 22; : 290; : 2; 7 /(0, 2) 

¿Por qué? 
Buscamos límite probable por recta 2 7 I0 

limA→D
0; : 2 : 2I; : I90;1 : I; 7 2 : 2I;1 : I; 7 2 

Verificamos por definición. 
Acotamos. |6(0, 2) K L| M N 

O09 : 20; : 22; : 290; : 2; K 2O 7 O09 : 290; : 2;O 
Tenemos que 

|09 : 29| 7 |(0;); : (2;);| M |(0; : 2;); : (0; K 2;);| 7 |2(0; : 2;);| 
Luego 

|6(0, 2) K L| M O2(0; : 2;);0; : 2; O 7 |2(0; : 2;)| M 2P; M N 7Q   P 7 RN2 
El límite es correcto luego se hace, para que la función sea continua. 

/(0, 2) 7 2 
    
    
    



2222....---- Es la función continua en la región. 
6(0, 2) 7 T 02        <=   0 M 20;          <=   0 U 2 

SOLUCIONSOLUCIONSOLUCIONSOLUCION    
La función es continua para las regiones fuera de la recta ya que son polinomios. 
La recta presenta cambio de definición luego debemos probar para un punto E genérico 

W X0D0DY 
Se debe cumplir que 

lim(A,B)→(AZ,AZ) 6(0, 2) 7 6(0D, 0D) 7 0D; 
Se tiene entonces, debemos acotar 

[6(0, 2) K 0D;[ 7 \[02 K 0D;[      <=   0 M 2[0; K 0D;[      <=  0 U 2  
Por otra parte |(0, 2) K (0D, 0D)| M P  7Q    (0 K 0D); : (2 K 0D); M P; 

7Q T(0 K 0D); M P;(2 K 0D); M P; 
Para buscar la acotación podemos reemplazar 0 ] 2 por,  

0 7 0 K 0D : 0D ; 2 7 2 K 0D : 0D 
[6(0, 2) K 0D;[ 7 \[(0 K 0D : 0D)(2 K 0D : 0D) K 0D;[      <=   0 M 2[(0 K 0D : 0D); K 0D;[      <=  0 U 2  

Desarrollamos manteniendo (0 K 0D)2 (2 K 0D) 
7 \[(0 K 0D)(2 K 0D) : 0D(0 K 0D) : 0D(2 K 0D) : 0D; K 0D;[      <=   0 M 2[(0 K 0D); : 20D(0 K 0D) : 0D; K 0D;[      <=  0 U 2  

Usando las acotaciones 
[6(0, 2) K 0D;[ M T|PP : 0DP : 0DP|      <=   0 M 2|P; : 20DP|      <=  0 U 2  M TP; : 20DP   <= 0 M 2P; : 20DP   <=  0 U 2 

 
Luego 

P; : 20DP 7 ] 
El limite si existe y por lo tanto la función es Continua. 



3333....- Determine si la función es continua 
6(0, 2) 7 ` 0 K 20 : 2     <=   0 : 2 > 0      1        <=    0 : 2 7 0 

SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.    
Para que una función sea continua se debe cumplir 

lim�A,B�→�AZ ,BZ� 6�0, 2� 7 6�0D, 2D� 
Luego veamos la región o condición de la función a trozo. 

Para la región b, c, la función es continua ya que es un cociente donde el denominador no es cero. Para la recta 2 7 K0 la función es continua ya que es constante �1�, pero para puntos �0D, 0D� el limite puede cambiar. Para verificar continuidad se debe cumplir que 
lim�A,B�→�AZ,dAZ� 6�0, 2� 7 6�0D, K0e� 

Entonces   lim�A,B�→�AZ,dAZ� 6�0, 2� 7 1 
Nos vamos por rectas de ecuación 2 : 0D 7 I�0 K 0D� 

6�0, 2 7 I�0 K 0D� K 0D� 7  8 �0 : 0D� K I�0 K 0D��0 K 0D��1 : I�           <= I > K1             1                      <=   I 7 K1    
Podemos simplificar un poco más haciendo 0 7 0 K 0D : 0D 

6�0, 2� 7 8�0 K 0D��1 K I� : 20D�0 K 0D��1 : I�      <=   I > K1         1                     <= I 7 K1  
Observamos 

limA→AZ
�0 K 0D��1 K I� : 20D�0 K 0D��1 : I� 7 limA→AZ X1 K I1 : I : 20D�0 K 0D��1 : I�Y 

Tenemos que si 0D 7 0, el límite no existe ya que depende de m. y para 0D > 0 el limite tampoco existe luego concluimos que la función NO ES CONTINUA en la recta de ecuación 2 7 K0. 
 
 
 
 
 
 



4444....---- Determine si la función es continua y diferenciable. 
6�0, 2� 7 8 02g0; : 2;     <= �0, 2� > �0,0�

        0            <= �0, 2� 7 �0,0� 
SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.    
Pruebe Uds. que la función es continua. 
Para probar si la función es diferenciable debemos verificar este limite 

lim�A,B�→�AZ,BZ� 6�0, 2� K 6�0D, 2D� K 〈i6�0D, 2D�, jAdAZBdBZk〉g�0 K 0D�; : �2 K 2D�;  
Para ello buscamos el gradiente que por definición es 

i6�0D, 2D� 7 m nn0 6�0D, 2D�nn2 6�0D, 2D�o 7 mlimp→D 6�0D : q, 2D� K 6�0D, 2D�qlimp→D 6�0D, 2D : q� K 6�0D, 2D�q o 
 
Buscamos en el punto �0,0�  

nn0 6�0,0� 7 limp→D 6�q, 0� K 6�0,0�q 7 limp→D �0 K 0�q 7 0 
nn2 6�0,0� 7 limp→D 6�0, q� K 6�0,0�q 7 limp→D 0 K 0q 7 0 

Probamos la diferenciabilidad de f. 
lim�A,B�→�D,D� 6�0, 2� K 0 K 〈rDDs, jABk〉g0; : 2;     

OJO, recuerde que la función es a trozo luego deberíamos evaluar el límite para cada una de las partes de la función, ya que la segunda línea de la función es 0 entonces 
lim�A,B�→�D,D�

02g0; : 2; K 0 K 〈rDDs, jABk〉
g0; : 2;   7  lim�A,B�→�D,D� 020; : 2; 

Este límite no existe ¿Por qué?, luego la función NO es Diferenciable. 
 

 

 

 



5555....---- Es la función diferenciable en el punto. 
6�0, 2� 7 8 20;2;09 : 29           <=  �0, 2� > �0,0�       0                <=  �0, 2� 7 �0,0� 

SOLUCIONSOLUCIONSOLUCIONSOLUCION    
Debemos verificar el límite para demostrar que es diferenciable. 

lim�A,B�→�AZ,BZ� 6�0, 2� K 6�0D, 2D� K 〈i6�0D, 2D�, jAdAZBdBZk〉g�0 K 0D�; : �2 K 2D�;  
Buscamos el gradiente nn0 6�0,0� 7 limp→D 6�q, 0� K 6�0,0�q 7 0 K 0q 7 0 

nn2 6�0,0� 7 limp→D 6�0, q� K 6�0,0�q 7 0 K 0q 7 0 
Luego 

lim�A,B�→�D,D� 6�0, 2� K 0 K 〈rDDs, jABk〉g�0�; : �2�;  7Q  lim�A,B�→�D,D� 20;2;09 : 29g0; : 2; 
Pruebe que el límite no existe luego no es diferenciable la función.  6666....---- Es la función diferenciable en el punto. 

6�0, 2, u� 7 8 02u;0; : 2; : u;         <=  �0, 2, u� > �0,0,0�         0                      <=  �0, 2, u� 7 �0,0,0� 
SOLUCIONSOLUCIONSOLUCIONSOLUCION    
Ya que el límite en 3D debemos verificar 

lim�A,B,w�→�AZ,BZ,wZ�
6�0, 2, u� K 6�0D, 2D, uD� K 〈i6�0D, 2D, uD�, x0 K 0D2 K 2Du K uDy〉

g�0 K 0D�; : �2 K 2D�; : �u K uD�;  
Buscamos el gradiente 

i6�0,0,0� 7 x000y 
 



Entonces 
lim�A,B,w)→�AZ,BZ,wZ) 6�0, 2, u)g(0�; : �2�; : �u�; 7 lim�A,B,w)→�D,D,D� 02u;�0; : 2; : u;�g0; : 2; : u; 

Evaluamos los límites de rectas 
]z] 0  7Q  2 7 u 7 0   ;   ]z]  2 7Q   0 7 u 7 0   ;   ]z] u 7Q 0 7 2 7 0 

Se tiene que `]z] 0    {=I=|] 7 0]z] 2   {=I=|] 7 0]z] u   {=I=|] 7 0 , luego un límite probable es 0. Verificamos por definición. 
De la definición |�0, 2, u� − �0,0,0�| < P tenemos, las siguientes acotaciones 

80; < �0; + 2; + u;� < P;2; < �0; + 2; + u;� < P;u; < 0; + 2; + u; < P;  
Acotamos. 

|6�0, 2, u� − L| = O 02u;�0; + 2; + u;�g0; + 2; + u;O < N 
Maximizamos el numerador 

|02u;| = |0||2|u; < jg0; + 2; + u;k jg0; + 2; + u;k �0; + 2; + u;� 
|6�0, 2, u� − L| = O 02u;0; + 2; + u;g0; + 2; + u;O < }jg0; + 2; + u;kjg0; + 2; + u;k�0; + 2; + u;��0; + 2; + u;�g0; + 2; + u; }

= ~g0; + 2; + u;~ 
g0; + 2; + u; < � < � 

Si es diferenciable. 
 7777....---- Determine si es continua la función. 

6�0, 2� = T|02|    <=  2 ≥ 0; − 10      <=   2 < 0; − 1  
Solución.Solución.Solución.Solución.    
Sobre la parábola que define el cambio de definición de la función f tenemos que evaluar el límite de la continuidad 

2 = 0; − 1 
 



Para cualquier punto de coordenadas �0D, 2D� sobre esta parábola se cumple que: �0D, 0D; − 1� 
Por lo que 

lim�A,B�→rAZ,AZ�d�s|02| = [0D�0D; − 1�[ 
Se tiene que demostrar este límite por lo que se tiene que, acotar:  |6�0, 2� K L| M N 

\O|02| K [0D�0D; K 1�[    <=  2 U 0; K 10 K [0D�0D; K 1�[      <=   2 M 0; K 1 O M N 
 
Para que el límite por lo menos no tenga incongruencia matemática se debe cumplir que �segunda línea� 

0D�0D; K 1� 7 0     7Q    0D 7 0      �     0D 7 �1 
Por lo que debemos acotar: 

|02| M N 
Sabemos de la definición de delta que:  �0 K 0D�; : j2 K �0D; K 1�k; M P;    7Q   \ |0 K 0D| M P[2 K �0D; K 1�[ M P 
Entonces debemos buscar estas expresiones, realizando un cambio de variable. 

T 0 7 0 K 0D : 0D2 7 2 K �0D; K 1� : �0D; K 1� 
Sustituyendo en la definición de épsilon. 

[�0 K 0D : 0D��2 K �0D; K 1� : �0D; K 1��[ M N 
Desarrollamos el producto manteniendo las relaciones que nos interesa: 

~�0 K 0D� j2 K �0D; K 1�k : �0 K 0D��0D; K 1� : 0D j2 K �0D; K 1�k : 0D�0D; K 1�~ M N 
Recordemos que 0D�0D; K 1� 7 0 para que exista limite 

~�0 K 0D� j2 K �0D; K 1�k : �0 K 0D��0D; K 1� : 0D j2 K �0D; K 1�k~ M PP : P�0D; K 1� : P0D M N 
P; : P�0D; : 0D K 1� 7 N 

Por lo que el límite existe SOLAMENTE cuando 0D 7 1  , 0D 7 K1  ,   0D 7 0 del resto la función es DISCONTINUA. 
Dado a que existe un Valor Absoluto que cambia de definición en las rectas 0 7 0   2    2 7 0 debemos evaluar su continuidad en estas rectas. 
Para 0 7 0, se tiene los puntos �0, 2D�, por lo que 

lim�A,B�→�D,BZ�|02| 7 0 
 



Por definición. De límite. 
0; − �2 − 2D�; < P;   =Q   T |0| < P|2 − 2D| < P    ;     [|02| − 0[ M N  7Q  |02| M N 

Realizando cambio de variable 2 7 2 K 2D : 2D se tendrá 
|0�2 K 2D : 2D�| 7 |0�2 K 2D� : 02D| M P; : 2DP M N 

Luego está acotada el límite es correcto es continua la función. 
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4(5) = 758 − 5:;5; + :;    => (5, :) ≠ (0,0)

0     =>  (5, :) = (0,0)  
Solución.Solución.Solución.Solución.    
Para probar la continuidad se debe cumplir que: 

lim(D,E)→(G,G) 58 − 5:;5; + :; = 0 
Por lo que vamos a la definición de límites para comprobar la veracidad del mismo 

Acotamos. |4(5, :) − K| < M 
N58 − 5:;5; + :; N < M  =>   N5(5; − :;)5; + :; N < N5(5; + :;)5; + :; N = |5| < M  =>    P = M     

La función es continua, luego hallemos las derivadas parciales para así determinar el gradiente de la función. 
RR5 4(0,0) = limS→G 4(ℎ, 0) − 4(0,0)ℎ = ℎ − 0ℎ = 1 
RR: 4(0,0) = limS→G 4(0, ℎ) − 4(0,0)ℎ = 0 − 0ℎ = 0 

Por lo que 

lim(D,E)→(G,G)
4(5, :) − 0 − 〈VWGX, YDEZ〉\5; + :;  =>   lim(D,E)→(G,G) 4(5, :) − 5\5; + :;  =>  lim(D,E)→(G,G)

758 − 5:;5; + :; − 5   =>  (5, :) ≠ (0,0)−5   =>  (5, :) = (0,0)\5; + :;  
Realizando algebra 

lim(D,E)→(G,G)
7− 25:;5; + :;    =>  (5, :) ≠ (0,0)−5   =>  (5, :) = (0,0)\5; + :;  =>  lim(D,E)→(G,G) ]̂_̂

`− 25:;
(5; + :;)\5; + :;  =>  (5, :) ≠ (0,0)

− 5\5; + :;    =>  (5, :) = (0,0)  
 
 



Evaluamos por rectas el límite probable. Rectas de ecuación : = a5 
limD→G ]̂_̂

`− 2a;58
5;(1 + a;)5√1 + a;

− 55√1 + a;
  =>   limD→G

]̂_̂
`− 2a;

(1 + a;)8;
− 1

(1 + a;)W;
=  

]̂_̂
`− 2a;

(1 + a;)8;
− 1

(1 + a;)W;
 

Se concluye que el limite no es único ya que depende de la pendiente de la recta por lo cual el limite no existe. 
    
****....---- Determine el gradiente deℎ, donde ℎ = 40f 

f(5, :) = g58: + :;:85 h    ;     4(j, k) = j; + sin (k) 
    
SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.    
 
Observamos f: l; → l;   ,   4: l; → l, luego la composición es posible 

m5:n o→ gj = 58: + :;k = :85 h p→ j; + sin(k)   =>    ℎ = 4Vf(5, :)X 
 
Luego el gradiente de h será 

∇ℎ = ∇4Vf(5, :)X∇f(5, :) 
∇f(5, :) = g35;: 58 + 2::8 3:;5 h   ;  ∇4(j, k) = (2j cos(k)) 

∇ℎ(5, :) = (2j cos(k))rsDtEuEvwsEtD g35;: 58 + 2::8 3:;5 h 
∇ℎ(5, :) = (2(58: + :;) cos(:85)) g35;: 58 + 2::8 3:;5 h 
∇ℎ(5, :) = g 2(58: + :;)(35;:) + cos(:85) :82(58: + :;)(58 + 2:) + cos (:85)(3:;5)h 

    
    
    



2222....----    Sean 4: l; → l; y f: l8 → l; dos campos vectoriales definidos por 4�5, :� 6 �xDu;E, sin�: < 25�� f�j, k, y� 6 �j < 2k; < 3y8, 2k 9 j;� a. Halle las diferenciales {4�5, :� y {f�j, k, y� b. Halle la diferencial de {T�1, 91,1� para la función T�j, k, y� 6 4Vf�j, k, y�X 
SoluciónSoluciónSoluciónSolución....    
a.- {4�5, :� 6 m xDu;E 2xDu;E2 cos�: < 25� cos�: < 25�n;D;    ;     {f�j, k, y� 6 Y 1 4k 9y;92j 2 0 Z;D8 
b.- Se tiene que: 

{T�j, k, y� 6 {4�5, :� ∗ {f�j, k, y�  6O   
{T�j, k, y� 6 m xDu;E 2xDu;E2 cos�: < 25� cos�: < 25�nDsru;wvu8~tEs;w�rv Y 1 4k 9y;92j 2 0 Z 

Sustituyendo los valores correspondiente. 
{T�1, 91,1� 6 m 1 22cos �9� cos �9�n Ds�Es�8 Y 1 94 992 2 0Z   6O   {T�1, 91,1� 6 m93 0 90 96cos �9� 18cos �9�n 

    
3333....---- Halle el valor de qT�0,0�, donde T 6 4Vf�5, :�X 

4�j, k, y� 6 gtan�j 9 1� 9 xwj; 9 k; < y h  ;      f�5, :� 6 � xDcos �: 9 5�x�E � 
SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.    
Observamos que: 4:  l8 → l;  ;    f: l; → l8, luego la composición esta correcta 

qT�5, :� 6 q4Vf�5, :�Xqf�5, :�   6O   qT�0,0� 6 q4�1,1,1�qf�0,0� 
qf�5, :� 6 � xD 0sin �: 9 5� 9 sin�: 9 5�0 9x�E �  6O   qf�0,0� 6 �1 00 00 91� 

q4�j, k, y� 6 Ysec;�j 9 1� 9xw 02j 92k 1Z  6O   q4�1,1,1� 6 Y1 9x 02 92 1Z 
Se tiene entonces 

qT�0,0� 6 Y1 9x 02 92 1Z �1 00 00 91�  6O   qT�0,0� 6 Y1 02 91Z 



4444....---- Sea T: l; → l tal que se tiene 
T�5, :� 6 4 YfVj�5, :�X 9 k�5, :�Z 

Con j�5, :� 6 5:     ;    k�5, :� 6 5 < :  ;    f: l → l     ;    4: l → l Si se sabe que RTR5 �91,1� 6 3  ;      RTR: �91,1� 6 99  ;    f�91� 6 0   :  4��0� 6 3 
Calcule f��91�.  
SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.    
Se tiene que 

l; �→ l p→ l     ����x  T 6 4V��5, :�X   ��� ��5, :� 6 fVj�5, :�X 9 k�5, :� 
qT�5, :� 6 q4 YfVj�5, :�X 9 k�5, :�Z �qfVj�5, :�Xqj�5, :� 9 qk�5, :�� 

qT�91,1� 6 q4�f�91� 9 0� �qf�91� m 191n 9 m11n� 
Entonces 

�RTR5 �91,1�RTR: �91,1�� 6 4��0� �f��91� m 191n 9 m11n�  6O   m 399n 6 3f��91� m 191n 9 3 m11n 
m 696n 6 3f��91� m 191n  6O     f��91� 6 2 

5555....---- Sea la ecuación 5; < :; 9 �; 9 25 6 0 determinar el plano tangente a la ecuación y es paralelo al plano 5�. 
    
SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.    
Sabemos que la normal del plano 5� es  q�5�� 6 �010�, buscamos el gradiente de la función. 

q4�5, :, �� 6 �25 9 22:92� � 
 



Sabemos que son paralelos entonces se cumple que 
q4�5, :, �� 6 �25 9 22:92� � 6 � �010� 

Se despejan los valores y se obtiene que 
5 6 1  ;    : 6 �2  ;    � 6 0 

Sustituimos estos valores en la función para hallar el valor de k que se necesita. 
1 < �;4 9 2 6 0  6O    � 6 �2 

Luego el punto tangente será ��1,1,0� :  ��1, 91,0�, luego el plano tangente será 
Para A. 

〈�020� �5 9 1: 9 1� �〉 6 0      6O    2: 9 2 6 0  →   � 6 � ∈ ��    
Para B. 

〈�020� �5 9 1: < 1� �〉 6 0      6O    2: < 2 6 0  →   � 6 9� ∈ ��    
6666....---- Sea la función 4�5, :� 6 cos�:� < 5; 9 :; Determine la ecuación del plano tangente a 4 y es perpendicular a la recta de ecuación  �5, :, �� 6 �0,1,1� < ��2,0,1�  
SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.    
Buscamos el gradiente de la función se tiene 

q4�5, :� 6  m 259 sin�:� 9 25:n 
Sabemos que el vector director de la recta dada es q� 6 �201� 
Nos dice que los vectores son paralelos entonces 

m 259 sin�:� 9 2:n 6 m20n     OJO en este punto. 



Recordemos que: 
� = cos(:) + 52 9 5:2   6O    cos�:� < 52 9 5:2 9 � 6 0 

Por lo que: 
∇  = � 259 sin�:� 9 2:9� � 

Dado a que los vectores son PARALELOS. �Mate3 �FlashBACK� j 6 £k� 
q  6 ¤q�  6O  � 259 sin�:� 9 2:9� � 6 £ �201�    6O      ¤ 6 9�  ← "§x¨�x¨© ª�j©�>��"  

Por lo que 
m 259 sin�:� 9 2:n 6 m920 n   6O     5 6 91     :      : 6 0 

Buscamos � 6 4�91, 0�  6O   � 6 2   6O   � �9102 �  es el punto tangente 
Luego el plano a la curva de nivel será 

� 9 2 6 〈q4V5«, :«X, g5 9 5«: 9 :«h〉  6O    ¬ 6 9® 
7.7.7.7.---- �Parcial 2011 3-4� Halle los puntos de   6 ¯�5, :, �� ∈ l8 ∶ 2� 6 45; < 6:;± en los cuales el 
plano tangente es paralelo a �W�D�

�; 6 Eu;
8 6 �²�³�

�´  y es perpendicular a 925 < 2: < 6� 6 0 
Solución.Solución.Solución.Solución.    

 
 
 

 
 

 
 
 

 
 
 

  

Sabemos que el plano tiene normal  

Y la recta tiene vector director  

El plano tangente a 4�5, :) es paralelo a la recta (vectores perpendiculares) y el perpendicular 
al plano (vectores perpendiculares). Se busca entonces un vector que sea perpendicular a  
l y n al mismo tiempo esto es producto cruz. 
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 Luego este vector debe paralelo al gradiente de f(x,y) 

 

De (3)  
 

Se tiene que 
  De (1)  

 
De (2)  

Buscamos el valor de z.  

Formamos el plano. 
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****....---- Sea la función 

/(0, 2) = 4 02505 + 27     89  (0, 2) ≠ (0,0)0         89   (0, 2) = (0,0)  
i. ∀< = =>?>@A , ‖<‖ = 1, existe en (0,0) la derivada d f en dirección d. ii. / no es diferencial (0,0). 

SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.    
i.- Se tiene que /(0,0) = 0 y además 

limJ→L
M/ =J>?J>@A = N<O(N<P)5(N<O)5 + (N<P)7Q − /(0,0)N = limJ→L

NS<O<P5N5(<O5 + NP<P7)N  
Observamos que <O ≠ 0 entonces 

limJ→L = 4<O<P5<O5        89  <O ≠ 00           89  <O = 0  
Mosca para <O = 0 debe buscar el límite en el comienzo. 
Ahora se tiene ‖<‖ = 1   →     <OP + <PP = 1  ; <O = 0  →    <P = ±1. 
ii.- Para demostrar que no es diferencial evaluemos el límite de la función a través de la trayectoria 2[ = \0P 

lim]→L
0\5[ ^0P[_5
05(1 + \P) = lim]→L 10O[

\5[1 + \P      `a bcdefb 
La función no es continua luego no es diferenciable.                  



1.1.1.1.----    Sea e = g(0, 2, h) ∈ j[ ∶ sin(h) − 0h + 2 − OP = 0l y L la intersección de los planos 0 − 2 −h = 1 y  2 + h = 0. Determine el punto de S en el cual el plano tangente es perpendicular a L, así como la ecuación de dicho plano. Solución.Solución.Solución.Solución.                    
        

    
        

        2.2.2.2.---- Sea /: jP → j definida por 
/(0, 2) = 40P + 2P0[ + 2[     89  0 ≠ −20        89   0 = −2  

a) Halle la derivada direccional de f en (0,0) según un vector unitario p = (pO, pP) tal que pO ≠−pP b) Halle (si existe) las derivadas parciales qrq] (0,0)  2 qrqs (0,0) c) Es f diferenciable en (0,0)     

 

Buscamos gradiente. 

 

La intersección de los planos   

Se tiene que     

El vector director de la recta intersección es:  el   

tambien es valido 
Luego por paralelismo 

De (2)  Buscamos (y) de la ecuacion 
 

De (1)  
  

 De (3)  
 

El plano tangente será: 

Punto del plano  implica que: 
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Solución.Solución.Solución.Solución.            
    

        
                

            
    3333....---- Sea la función 

/(0, 2) = t02(0P + 2P)      89  0P + 2P u 10P + 2P − 02    89  0P + 2P v 1 
 En el punto w = O√P (1,1� calcular su valor de derivada f en dirección < = O√S (−1, −2�. 
SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.    
Para y = (0z + N<O, 2z + N<P) se tiene que 

t 89  N v 0  {|N}|~{8 {8N}2 <{|N�} <{� ~9�~p�}89  N � 0  {|N}|~{8 {8N}2 �/p{�� <{� ~9�~p�}. 
 

  

 if x+y=0 

A.) Sea   la norma del vector será  el vector debe 

ser unitario luego 
 

Ya que no sabemos si f(x,y) es o no es diferenciable, procedemos a la definición de derivada 
direccional. 

 

Luego no existe la derivada direccional. 

B ) 
  

  

C ) f no es diferenciable por que no existe el gradiente de f (o derivadas parcial) 
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Entonces se tiene 
/ � 1√2 + N ^− 1√5_1√2 + N ^− 2√5_� =

���
��^12 − 3√10 N + 25 NP_ ^1 − 6√10 N + N_        89  N v 0

                         12 − 3√10 N + 35 NP                 89    N � 0 
Y además /(w) = OP. 
Tomamos ahora límite direccional 

limJ→L
�/ � O√P�J^� O√S_O√P�J^� P√S_� − /(w)�

N  
Debemos tomar límites laterales. 

limJ→L�
− 3√10 N + 35 NP

N =  − 3√10 
limJ→L�

− 6√10 N + 910 NP − 275√10 N[ + 25 N5
N =  − 6√10 

Se concluye que el límite no existe por lo cual no hay derivada en esta dirección. 
 4444....---- Sea 30P + 2P + hP + 40h − 302 − 15 = 0 define a h = /(0, 2) como un función implícita, halle la derivada de z.  
SOLUCIONSOLUCIONSOLUCIONSOLUCION    
Se tiene por composición 

^02_ r→ � 02h 3 /�0, 2�� �→ j    �p{�}   � 3 �}/ 
Donde ��0, 2� 3 30P 6 2P 6 hP 6 40h R 302 R 15 3 0 
 
Por composición �� 3 �� ∗ �/, básicamente �� 3 �0,0� 
 
 



Entonces 
^00_ 3 � 60 6 4h − 32, 22 R 30, 2h 6 40) � 1 00 1�/�0 �/�2�  3v  

^00_ 3 ��60 6 4h − 32� 6 �2h 6 40) �/�0 (22 R 30� 6 �2h 6 40) �/�2 �  =v   ��
��/�0 =  − 60 + 4h − 322h 6 40�/�2 = 30 R 222h 6 40  

�/ = �− 60 + 4h − 322h 6 4030 R 222h 6 40 � 
5555....---- Cerca del punto w =1,1, R �PA la ecuación  

02 6 0h 6 2h 6 sin�02h� 6 � 3 0 Define una función h 3 /�0, 2� implícitamente. Halle el plano tangente a la grafica si 0L 3 2L 31.  
SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.    
Ya que se trata de una curva de nivel, el plano tangente será 

h R h� 3 〈�/�0�, 2� , ¡0 R 0�2 R 2�¢〉 
Buscamos el gradiente de la función, con derivación implícita, sabemos que 

^02_ r→ � 02h 3 /�0, 2�� ¤→ j    �p{�}   � 3 ¥}/ 
Luego ¦� 3 ¦¥ ∗ ¦/ 

^00_ 3 �2 6 h 6 2h cos�02h� , 0 6 h 6 0h cos�02h� , 0 6 2 6 02 cos�02h�� � 1 00 1�/�0 �/�2� 
Despejamos y tenemos el gradiente de /�0, 2� 

�/�0, 2� 3  �R 2 6 h 6 2h cos�02h�0 6 2 6 02 cos�02h�R 0 6 h 6 0h cos�02h�0 6 2 6 02 cos�02h�� 
 



Evaluamos en el punto A. 
�/(1,1� 3 �� R 24� − 24 � 

Luego el plano tangente será            h = ��P5 (0 + 2) − � + 1 
 ****....---- La ecuación p 6 ln�p� 3 02 define implícitamente p 3 /�0, 2�, si f es diferenciable, halle �/�0  ; �/�2 ;  �P/�0�2 
SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.    
Sabemos que 

^02_ r→ � 02h 3 /�0, 2�� ¤→ j    �p{�}   � 3 ¥}/ 
Luego 

^00_ 3 ^R2 , R0 , 1 6 1p_ � 1 00 1�/�0 �/�2�    3v   ��/�0�/�2� 3 � 2pp 6 10pp 6 1� 
Para la derivada cruzada tenemos que 

�P/�0�2 3 ��0 ¡�/�0, 2��2 ¢ 3 ��0 = 0pp 6 1A 3 ��0 ¡ 0/�0, 2�/�0, 2� 6 1¢ 
Luego derivamos 

�P/�0�2 3 ¡^/ 6 0 �/�0_ �1 6 /� R 0/ ^�/�0_¢�1 6 /�P  
Sustituimos lo conocido 

�P/�0�2 3 =p 6 02pp 6 1A �1 6 p� R 0p = 2pp 6 1A�1 6 p�P  3 ^p�1 6 p� 6 02p R 02pPp 6 1_�1 6 p�P  
�P/�0�2 3 p�1 6 p�[ �1 6 2p 6 pP 6 02� 

  



6666....---- Halle el desarrollo del polinomio de Taylor alrededor de (0,0� de la función 
/�0, 2� 3 {�]@�s@ cos�02�  

SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.    
Buscamos primero el gradiente de la función 

�/�0, 2� 3  ¡{�]@�s@� R20 cos�02� R 2 sin�02��{�]@�s@�R22 cos�02� R 0 sin�02�� ¢ 
Y ahora buscamos la Hessiana evaluada en el punto �0,0� 

�P/�0P 3 ��0 ={�]@�s@� R20 cos�02� R 2 sin�02��A3 {�]@�s@�R20�R20 cos�02� R 2 sin�02�� 6 �R2�cos�02� R 02 sin�02�� R 2P sin�02�� 3 R2 
�P/�2�0 3 �P/�0�2 3 {�]@�s@ =R22�R20 cos�02� R 2 sin�02�� 6 �20P sin�02� R �sin�02� 6 02 cos�02�� A 3 0 

�P/�2P 3 ��2 {�]@�s@�R22 cos�02� R 0 sin�02��
3  {�]@�s@�R22�R22 cos�02� R 0 sin�02�� 6 �R2�cos�02� R 20 sin�02�� R 0P cos�02��  3 R2 

Luego ¨�0,0� 3 =R2 00 R2A 
El polinomio de Taylor será 

/�0, 2� 3 /�0,0� 6 〈�/�0,0�, ^02_〉 6 12 〈¨�0,0� ^02_ , ^02_〉 
Con �/�0,0� 3 0 

/�0, 2� 3 1 6 12 〈=R2 00 R2A ^02_ , ^02_〉 3v /�0, 2� 3 1 6 12 〈^R20R22_ , ^02_〉 
 

/�0, 2� 3 1 R 0P R 2P 7777....---- Hallar y clasificar los puntos críticos de la función /�0, 2� 3 40[ − 20P2 6 2P 6 10 
SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.    
Buscamos primero que todo el gradiente de la función 

�/�0, 2� 3 ¡120P R 402−20P 6 22 ¢ 



Para los puntos críticos el gradiente debe ser nulo, se tiene entonces 
�/(0, 2) = ¡120P R 402−20P 6 22 ¢ 3 ^00_  3v   t120P 3 4022 = 0P =v   30P 3 0[ 3v 

0P�0 R 3� 3 0  3v   t0 3 0  3v   2 3 00 3 3 3v    2 3 9 
Entonces se generan los puntos w�0,0� ©�3,9) 
Buscamos la Hessiana para clasificarlos 

¨(0, 2) = =240 R 42 R40R40 2 A 
Para punto A, ¨(w) = =0 00 2A ; det�¨�w�  3 0     `a ªa`ª«¬a 
Para punto B, ¨(©) = = 36 R12R12 2 A ; det�¨�©�  3 72 − 144 � 0, luego B es SILLA. 
Veamos para el punto A, estudiamos los valores cercanos a (0,0� 

/�0, 2) = 20P�20 R 2� 6 2P 6 10  ;   /�0,0� 3 10 

 
/�¦� 3 2P 6 10 v 10 

®�b� v �0,0�   2   ®�c� � �0,0� 
Luego A es un Punto Silla. 

  
8.- Sea la función �: jP → jP definido por ��p, ¯) = ¡pP + ¯p¯ ¢ 

La ecuación (1 6 0P�h 6 2P{° R 2 3 0 define h 3 /�0, 2) alrededor del punto (0,0� y sea � 3/}�, halle �P��p�¯ �0,0� 

 

SOLUCION. 

Suponemos que f es ªP 

Sabemos que =p̄A ±→ ¡pP 6 ¯p¯ ¢ r→ j     y}� �} ~p��  � 3 /}� 

 

 



Entonces;  �ℎ(p, ¯) = �/(0, 2)��(p, ¯) 

 

 

Pero /(0, 2)es una función implícita 

 

Sabemos 

^02_ ²→ � 02h 3 /�0, 2)� �→ j					y}�	�}	~p��			� = �}\ 

 

Donde ��0, 2, h� = �1 + 0P�h + 2P{° − 2 = 0 y además ∇� = ∇�∇\ 

^00_ = �20h 22{ ° − 1	 �1 + 0P� + 2P{°� � 1 00 1�/�0 �/�2� 

Despejamos 

∇/�0, 2� = �− 20h1 + 0P + 2P{°− 22{° − 11 + 0P + 2P{°� 

Ahora ∇ℎ�p, ¯� = ^− 20h1 + 0P + 2P{° − 22{ ° − 11 + 0P + 2P{°_ =2p 1¯ pA 

 

Recuerde que 0 = pP + ¯					2					2 = p¯ 

 

Despejamos 
q³q´ �ℎ�¯ = − 20h1 + 0P + 2P{° − ^ 22{ ° − 11 + 0P + 2P{°_ p	 => 	 µ¶µ· = −¸¹º − �¸»¼º − ½�¾½ + ¹¸ + »¸¼º  

Y ahora derivamos con respecto a p �Pℎ�p�¯ = ��p ^�ℎ�¯_ = ��p ^−20h − �22{° − 1�p1 + 0P + 2P{° _ 

�Pℎ�p�¯
= �^−2 =�0�p h + 0 �h�pA − 2p ^�2�p {° + 2{° �h�p_ − �22{° − 1�_ �1 + 0P + 2P{°� − ¡�−20h − �22{° − 1�p� ^20 �0�p + {°22 �2�p + 2P{° �h�p_¢�	

�1 + 0P + 2P{°�P 	 
 

Ya que nos piden 
q@³q¿q´ �0,0�, se tiene 0 = 0		2			2 = 0	 => 		h = 0 

Y además 
q]q¿ = 2p		; q]q¿¿ÀL = 0		;		qsq¿ = 0		 �Pℎ�p�¯ �0,0� = 1	 																



9999....---- Hallar y clasificar los puntos críticos de f. /(0, 2) = (0 + 2) sin(0 − 2) 
Solución 

 

  Hallamos el gradiente.  

Cuando el gradiente es cero se tiene un punto critico. 

  

  

De (2)   

   Sustituimos (3) en (1) 
 

   

Sustituyendo el resultado (4) en (3) 

 y  
  y además   

 
Sustituyendo el resultado (5) en (3) 

 pero sabemos que  lo que hay una 
     indeterminación. 

Por lo tanto no hay solución por esta rama.. las únicas soluciónes serán 

  para   

Los puntos críticos serán. 
 

Clasificamos los puntos, por Hessiana 
 

 

Buscamos determinante en el punto. 

  Luego todos los puntos son SILLAS. 

gradF x y, ( )
x
f x y, ( )d

d

y
f x y, ( )d

d













sin x y−( ) cos x y−( ) x y+( )⋅+

sin x y−( ) cos x y−( ) x y+( )⋅−








→:=

sin x y−( ) cos x y−( ) x y+( )⋅+ 0 1( )

sin x y−( ) cos x y−( ) x y+( )⋅− 0 2( )

sin x y−( ) x y+( )cos x y−( ) 3( )

x y+( ) 0 x y− 4( )
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x
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2 cos x y−( )⋅ sin x y−( ) x y+( )⋅−
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1.- Sea la función ,: ./ → .1, definida por ,(2, 4, 5) 6 7 214 8 5245 8 259 

La función :: .1 → . se conoce que es diferenciable tal que :(1,0) 6 2  4 ;:(1,0) es un vector 

unitario. 

i. Plano Tangente a la superficie de ecuación <(2, 4, 5) 6 2 en el punto (0,1,1) que 

intersecta perpendicularmente a la recta de ecuación (2, 4, 5) 6 (0,1,1) 8=(2,0,1), se sabe además que < 6 :>, 

ii. Calcular ;:(1,0) 

 

SOLUCION 

i.- Sabemos que el vector director de la recta ? 6 (2,0,1) es paralelo al vector normal de la superficie en el punto 

dado, entonces 

〈;<(0,1,1), 7 24 A 15 A 19〉 6 0 6C   〈D201E 7 24 A 15 A 19〉 6 0 6C   22 8 5 A 1 6 0 

 

ii.- Sabemos que 

72459 F→ 7 214 8 5245 8 259 G→ .1    6C   < 6 :>, 

Luego H<(2, 4, 5) 6 H:(I, ?)H,(2, 4, 5) ;,(2, 4, 5) 6  J 224 21 145 8 5 25 24 8 2K ;    ;,(0,1,1) 6 M0 0 12 0 0N 

;:(1,0) 6 JO:OI (1,0) O:O? (1,0)K 

Y además sabemos que 

;<(2, 4, 5) 6 P D201E   6C    D2P0P E 6 JO:OI (1,0) O:O? (1,0)K M0 0 12 0 0N 

Despejando se tiene 

 O:O2 6 O:O4 6 P  ;   4 Q>R> ‖;:(1,0)‖ 6 1 6C   TJO:O2K1 8 JO:O4K1 6 1 6C  P 6 U √22  

Concluimos que 

;:(1,0) 6
WX
Y√22√22 Z[

\      4    ;:(1,0) 6
WX
YA √22A √22 Z[

\
 



2.- Se sabe que :�2, 4) 6 21	<�2, 41 8 2/) tal que <: .1 → . es diferenciable, se conoce en ]1̂_	el 

valor de derivada de f en dirección ]`̂_ es A1, como también en ]1̂_ el valor de la derivada de f en 

dirección √̂1 ]^̂_	 es 2. Por ultimo <�1,2� 6 3 

  i.- Determine;<�1,2� 

  ii.- El plano tangente a la gráfica en el punto �1,1,3�. 

 

 

SOLUCION. 

1.- Sabemos por las dos condiciones dadas por el problema que ∀b; 		‖b‖ 6 1  y el valor en �1,2� de la derivada en la dirección d es, por condición de que f es diferenciable. 〈;<�1,2�, b〉 6 c 

�1� 	〈;<�1,2�, J01K〉 6 A1										�2� 			〈;<�1,2�, 71/√21/√29〉 6 2 

 

Como ;<�1,2� 6 	 Mef�^,1)eg ef(^,1)eh N 

 

Se tiene, de (1)  O<O4 (1,2� 6 A1					4			�2�					O<O2 (1,2� 6 2√2 8 1 

Luego 

;<�1,2� 6 72√2 8 1A1 9 

 

ii.- Es una curva de nivel luego, debemos buscar ;:�1,1� :�2, 4) 6 21 	<�2, 41 8 2/)ijjjkjjjlm(g,h)  

Donde 

;:(2, 4) 6 	 n22	o�2, 4) 8 21 OO2 o(2, 4)21 OO4 o(2, 4) p 

Debemos entonces buscar las parciales que necesitamos 

Sabemos que J24K q→ M 241 8 2/N f→ .										r>s	t>	QIut			o 6 <>t 

Luego ;o�2, 4) 6 H<(I, ?)Ht(2, 4) 		 6C 		 ;o�1,1� 6 ;<�1,2�;t�1,1� 

Donde 

;<�1,2� 6 72√2 8 1A1 9v 		; 	;t�2, 4) 6 J 1 0321 24K 	 6C 		 ;t�1,1� 6 	 M1 03 2N 

 

Realizando la multiplicación 

;o�1,1� 6 7A2]1 A √2_A2 9 



 

Ahora terminamos el gradiente de ;:�1,1� 

∇:�1,1� = n2�1�	o�1,1� + 11 OO2 o�1,1�11 OO4 o�1,1� p	; 		o�1,1� = <�1,2� = 3 

∇:�1,1� = 74 + 2√2−2 9 

Entonces el plano tangente será 5 − 3 = ]4 + 2√2_�2 − 1� − 2�4 − 1� 	 => 			x = y]y + √y_z − y{ + | − y√y		}~�� 

 

3.- Sea la función definida por 

 <�2, 4� = 2/ + 4/ − 41 − 214 − 4 

 

Clasifique los puntos críticos de la función. 

 

SOLUCION 

Buscamos el gradiente y veamos donde se anula 

∇<�2, 4� = 7 321 − 224341 − 24 − 219 = J00K 	 => 		 � 2�32 − 24� = 0								�1�4�34 − 2� − 21 = 0		�2� 

De (1) � 2 = 024 = 32 sustituyendo en (2) 

�usu	2 = 0	 => 	 �4 = 04 = 23						 
�usu			4 = 32 2		 => 		3	 J32 2K1 − 2 J32 2K − 21 = 0		 => 234 21 − 32 = 0	 => 2 J234 2 − 3K = 0	 => 		 � 2 = 02 = 1223 

 

Entonces formamos los puntos. ��0,0�		� M0, 1/N 			� M^11/ , ^�1/N 

 

Buscamos la Hessiana 

��2, 4� = J62 − 24 −22−22 64 − 2K 

���� < 0			�����	o����						���� > 0			������							���� = 0		��	�������� 

 

 



Sabemos que <��) 6 −4, veamos cerca del �0,0� 

<�2, 4� 6 21�2 − 4� + 41�4 − 1� − 4 

  Para todos los puntos, 4 − 1 � 0 

  Para  <�H� � −4 

   Para <��) C −4 

Para <��� � −4 

Luego A es un PUNTO SILLA. 

 

 

 

4.- Clasifique los puntos críticos de la función <�2, 4, 5� 6 2 − 24 8 35 

En la región H 6 ��2, 4, 5�:		21 + 41 + 51 � 1�. 

 

SOLUCION. 

Primero evaluamos en el interior de la región. Para ello veamos el gradiente 

;<�2, 4, 5� 6 	 D 1−23 E � D000E 

No hay puntos críticos en todo el dominio de f luego en el interior tampoco. 

Segundo Evaluamos los puntos críticos en la frontera por medio de los multiplicadores de LaGrange. 

;:�2, 4, 5� 6 D222425E 

Y por LaGrange. 

� D 1−23 E 6 � D222425E							�1�
21 + 41 + 51 − 1 6 0			�2� 

Despejamos de (1) y sustituimos en (2)  2 = 12�	 ; 		4 6 − 1�	 ; 		5 6 32� 		 6C 		 14�1 + 1�1 + 94�1 = 1	 6C 1 8 4 8 9 6 4�1 

 

�1 = 72 	 6C 		� 6 UT72 							�̂ 6
W
XXY

12 �2/7−�2/732 �2/7Z
[[\ 		���							�1 =

W
XXY

− 12 �2/7�2/7− 32 �2/7Z
[[\ 		��� 

 

 

 

 



5.- Sea <: .1 → . dada por 

<�2, 4� = �2/ sin J 121K + 41			� 		2 ≠ 041																� 	2 = 0  

Es diferenciable en todo .1? 

Solución. 

Para demostrar si la función es diferenciable debemos demostrar el limite de diferenciabilidad 

lim�g,h�→�g¡,h¡� <�2, 4� − <�2`, 4`� − 〈∇<�2`, 4`�, Mg¢g¡h¢h¡N〉��2 − 2`�1 + �4 − 4`�1  

En este caso para los puntos de la forma �0, 4� 

lim�g,h�→�`,h¡� <�2, 4� − <�0, 4`� − 〈∇<�0, 4`�, M gh¢h¡N〉��2�1 + �4 − 4`�1  

Donde, <�0, 4`� = 41̀ 

Y por definición 

O<O2 �0, 4`� = limF→` <�ℎ, 4`� − <�0, 4`�ℎ = limF→`
ℎ/ sin M 1ℎ1N + 41̀ − 41̀ℎ = limF→` ℎ1 sin J 1ℎ1K = 0 

O<O4 �0, 4`� = limF→` <�0, 4` + ℎ� − <�0, 4`�ℎ = limF→` �4` + ℎ�1 − 41̀ℎ = limF→` 41̀ + 24`ℎ + ℎ1 − 41̀ℎ = limF→` 2ℎ4` + ℎ1ℎ = 24` 

Entonces ∇<�0, 4`� = �0, 24`� 

Sustituyendo en el límite 

lim�g,h�→�`,h¡�
�2/ sin M 121N + 41			� 		2 ≠ 041																� 	2 = 0 − 41̀ − 〈M `1h¡N , M gh¢h¡N〉

��2�1 + �4 − 4`�1  

Queda 

lim�g,h�→�`,h¡�
�2/ sin M 121N + 41			� 		2 ≠ 041																� 	2 = 0 − 41̀ − 24`4 + 241̀

��2�1 + �4 − 4`�1  

lim�g,h�→�`,h¡�
£¤¥
¤¦2/ sin M 121N + 41 − 24`4 + 41̀

��2�1 + �4 − 4`�1 			� 		2 ≠ 0
41 − 24`4 + 41̀��2�1 + �4 − 4`�1 																� 	2 = 0 = 0 

Tratamos de acotar el límite en la definición épsilon-delta ya que por definición debe ser cero. 

§2/ sin M 121N + 41 − 24`4 + 41̀
��2�1 + �4 − 4`�1 § < ¨ 



2− 0 2
0

2

4

6

8

0

y1 x( )

y2 x( )

0

x x, 

De la definición de delta se tiene 21 < 21 + �4 − 4`�1 < ©1 				 => 			 |2| < © �4 − 4`�1 < 21 + �4 − 4`�1 < ©1 				 => 			 |4 − 4`| < © 

Por lo que 

§2/ sin M 121N + 41 − 24`4 + 41̀
��2�1 + �4 − 4`�1 § < §2/ sin M 121N + �4 − 4`�1

��2�1 + �4 − 4`�1 § 
< §21��2�1 + �4 − 4`�1 sin M 121N + �2�1 + �4 − 4`�1

��2�1 + �4 − 4`�1 § = «21 sin J 121K + ��2�1 + �4 − 4`�1« 
< 21 + ��2�1 + �4 − 4`�1 < ©1 + © < ¨ 

La otra rama. 

¬ 41 − 24`4 + 41̀��2�1 + �4 − 4`�1¬ = ¬ �4 − 4`�1��2�1 + �4 − 4`�1¬ < ¬ 21 + �4 − 4`�1��2�1 + �4 − 4`�1¬ = ��2�1 + �4 − 4`�1 < © < ¨ 

Por lo que el limite SI esta acotado y por ello SI existe, la función SI es diferenciable en los puntos �0, 4`� 

 

6.- Halle máximos y minios absolutos para <: � → . definida por <�2, 4� = 32 + 24 con � ={�2, 4� ∈ .1 ∶ 		 21 � 4 � 9 

Solución. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 NO HAY máximo y mínimo porque el grad 
no es cero NUNCA 

Revisamos la frontera primero la identificamos 

   

Graficamos  

f x y, ( ) 3x 2y+:=

gradf x y, ( )
x
f x y, ( )d

d

y
f x y, ( )d

d
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→:=

x
2

y≤ 9≤ y2 x( ) x
2:= y1 x( ) 9:=



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Dada la desigualdad es la región acotada 
Encerrada por las curvas. Parametrizamos 

 

 

 

 

Para y1(x) Aplicamos el método de LaGrange 

Y por teorema 
 

 

3=0 no tiene sentido luego no hay max o min interno de la regio y11(x). Solo los extremos 
representan máximo o mínimo, por lo cual tenemos dos puntos. 

  

Para y2(x). Aplicamos el método de LaGrange 

 

 

De la segunda línea se tiene  de la primera  Buscamos y 

 
 Luego un tercer punto 

 

Clasificamos     

  

y11 x( ) 9

3− x≤ 3≤

:=

y1 x y, ( ) y 9−:=

y22 x( ) x
2

3− x≤ 3≤
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y2 x y, ( ) x
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5.- Para la función <: .1 → . dada por <(2, 4) 6 21 8 41 A 2¯ 8 24¯ 

 

a.) Clasifique los puntos críticos de <�2, 4�. 
b.) Calcule los máximos y mínimos globales de <�2, 4� en el disco 21 + 41 � 1 

Solución. 

a.- Buscamos el gradiente de la función f 

;<�2, 4� 6 J22 − 42/24 8 84/K 6 J00K 

Se despeja para obtener 

�1�				22�1 − 221� = 0		 6C 		2 = 0							2 = U 1√2	 															�2�					24�1 8 441� = 0				 6C 			4 6 0 

Los puntos críticos serán 

�(0,0�					� J 1√2 , 0K 					� J− 1√2 , 0K 

Para clasificarlos entonces buscamos la Hessiana. 

��2, 4� 6 	 J2 − 1221 00 2 8 2441K 

Evaluamos det]��0,0�_ 6 4 C 0			u^^ 6 2 C 0		������ 

det D� J 1√2 , 0KE � 0		o����			; 			det D� J− 1√2 , 0KE � 0					o���� 

b.- Para la restricción dada, tendremos por LaGrange 

�J22 − 42/24 8 84/K 6 � J2224K21 + 41 − 1 6 0  

De (1) se tiene 22�1 − � − 221� = 0			 6C 			 � �		2 = 0			�  �	21 = ^¢²1  

De (2) se tiene 24�1 − � + 441� = 0			 6C 			 �   �		4 6 0				� ?�		41 = ²¢^¯  

Sustituyendo (i) en (3),  41 = 1			 6C 		4 6 U1, se forman los puntos H�0,1�		��0, −1� 

Sustituyendo (iii) en (3), 21 = 1		 6C 			2 = U1 se forman los puntos �(1,0�		³(−1,0� 

Y por ultimo sustituyendo (ii) y (iv) en (3) 1 − �2 8 � − 14 − 1 6 0			 6C 		2 − 2� 8 � − 1 − 4 6 0		 6C 	 −3 − � = 0			 6C 		� 6 −3 

Sustituyendo este resultado en (ii) y (iv) no habrá valores reales para “y” por lo que no hay puntos críticos. 

Evaluando los puntos D E F y G. <�H� 6 <��� 6 3														4				<��) 6 <�³) 6 0 

Por lo que se concluye     H	4	�			���	��o									�	4	³		���	��o 
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1.- Determine la integral de trayectoria de la función, ���, �� = ��� + �� para  

���� = � ������	sobre el intervalo 0 ≤ � ≤ 2. 

 

SOLUCION. 

Es una integral de trayectoria ya que �: #� → #. Entonces tenemos: 

�%��� = & '(−'(*		; 	‖�%���‖ = �'�( + '-�( 			�		�.����/ = �'�( + '-�(	
Por	definición	de	integral	de	trayectoria.	

8 �.����/‖�%���‖9��
: = 8 �'�( + '-�(�9��

: = &'�(2 − '-�(2 *:
� = '; − '-;2 	

	
2.- Sea la curva descrita por 4�� + �� = 1, halle la integral de ���, �� = �=� 

 

SOLUCION. 

Parametrizamos la trayectoria usando trigonometría, se 

tiene que: 

�2��� + ���� = 1	
Sea	entonces	2� = cos�@� ; � = sin�@�	
Tenemos	que												��@� = 	 D EFG�H�IJKL�M�N	
Es una integral de trayectoria, ya que �: #� → #, con @ ∈ P0,2RS. 

8 &cos�@�=8 sin�@�*U�sin�@���4 + �cos�@���9@�W
: 	

Cambio	de	variable	[ = cos�@�	; 	9[ = − sin�@� 9@: @ = 0	 → [ = 1		@ = 2R	 → [ = 1	
8 &[=8 *U1 − [

�
4 + [��−9[�\

\ = 0	



3.- Sea la función definida por, y la trayectoria descrita por, en el intervalo 0 ≤ � ≤ 1 

���, �� = & ����� − ��* ; 			���� = D �3��N	
	
SOLUCION. 

Es una integral de línea ya que �: #� → #�, entonces por definición se tiene 

8 〈�.����/, �%���〉9�\
: = 8 〈& 3�;�� − 9�;* , D 16�N〉 9�

\
: = 8 �3�; + 6�= − 54�`�9�\

: 	
a = 35 + 32 − 9	

	
4.4.4.4.----	Dada	la	trayectoria	d ↗,	tal	que	d = f��, �� ∶ � = ��	; 		0 ≤ � ≤ 1h,	calcular		

8 ���9� + ��9�i↗ 	
Con	sentido	establecido	por	la	gráfica.		

	
SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.				
Debemos	separar	la	trayectoria	como	la	unión	de	tres	más.	Entonces	tenemos	
Trayectoria	r\.	

�\��� = D � = �� = ��N 				0 ≤ � ≤ 1	
Luego,	

8 〈s, 9t〉uv↗ = 8 〈&�;�=* , D 12�N〉 9�
\
: = 8 3�;9�\

: = 35	
	



Observación, la parametrizacion de r\ va en contra al sentido dado luego  
8 〈s, 9t〉uv↗ = − 35 

Trayectoria r�. 
����� = D� = 1� = �N    0 ≤ � ≤ 1 

Luego 
8 〈s, 9t〉uI↗ = 8 〈D��N , D01N〉 9�\

: = 8 � 9�\
: = 12 

Trayectoria r=, 
�=��� = D� = �� = 0N ;      0 ≤ � ≤ 1 

Luego 
8 〈s, 9t〉ux↗ = 8 〈D00N , D10N〉 9�\

: = 8 0 9�\
: = 0 

Se cumple que, r ↗= r\ ↗∪ r� ↗∪ r= ↗ 
8 〈s, 9t〉u↗ = 8 〈s, 9t〉uv↗ + 8 〈s, 9t〉uI↗ 8 〈s, 9t〉ux↗  => 8 〈s, 9t〉u↗ = − 110 

 

5.- Sea r = arco de elipse de ecuación 3�� + 4�� = 48 que va  de .�=/ { .-;: / seguido del 

segmento de recta que va de .-;: / { .�:/, y posterior el segmento de recta que va de .�:/ { .�=/  calcular. 

8 D1 + 43 �N ��9� + 2��9�u↗  
    
SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.    
Sea la función de dos variables definida por 

s��, �� = |�1 + 43 �� ��2�� } 
 
 



Y la curva de la forma 

 
Note que el ángulo de apertura al punto �2,3� viene dado por el cambio de variable donde 

Donde;  � = 4 cos�@�  =>    � = 2 =>   12 = cos�@�     � = 2√3 sin�@�     =>   � = 3  =>  32√3 = sin�@� 
Parametrizamos la curvas, para r\ 

r\ =
��
� 3��48 + 4��48 = 1  =>   ��4�� + D �2√3N� = 1

Y sea  cos�@� = �4 ;  sin�@� = �2√3     con @ ∈ �@:, R� 
Se tiene entonces 

�\ = & 4 cos�@�2√3 sin�@�*  =>   �′\ = & −4 sin�@�2√3 cos�@�* 
Se resuelva la primera integral 

ai\ = 8 〈|�1 + 43 �4 cos�@���12 sin��@�2�4 cos�@��.2√3 sin�@�/ } , & −4 sin�@�2√3 cos�@�*〉 9@W
M�  

ai\ = 8 &−48 D1 + 163 cos�@�N �sin=�@�� + 96�sin�@���cos��@��* 9@W
M�  

Integramos 
ai\ = 48 cos�@� sin��@� − 64 sin;�@�M�W = 64 �sin�@:��; − 48 cos�@:� �sin�@:���  

ai\ = 64 &√32 *; − 48 D12N &√32 *�   =>    ai\ = 18 
Para r� 

r� = � � = 0−4 ≤ � ≤ 2      s = D00N   =>     au� = 8 09��
-; = 0 

 



Para r= 
r= = � � = 20 ≤ � ≤ 3   ;   �= = D2�N   � ∈ �0,2�  => �%= = D01N ;   s = |113 ��4� } 

au= = 8 〈|113 ��4� } D01N〉=
: 9�  =  8 4�9�=

: = 2��:=  = 18 

Por lo cual se tiene  a � au\ � ai� � au=   �z   a � 36 
 

6.6.6.6.---- Sea  
r � f��, �� | � � )1, )1  �  0h   ∪ f��, �� ∈ #� | �� � �� � 1, )1  �  0 � � 0h 

y de C denota el recorrido desde el punto �-1,-1� hasta �0,1� calcule 

8 D)� 9� � �
�� � �� 9�N

u↑
 

Solución. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Sea la región S descrita por   

   

Graficamos la región. 
 

x5 y( ) 1−:= 1− y≤ 0≤

x
2

y
2+ 1 1− x≤ 0≤ y 0≥

y8 x( ) 1 x
2−:=



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

No se puede usar Green por que no es cerrada, ni tampoco seria recomendado hacerlo. Entonces 
parametrizamos las dos trayectorias. 

  
   

Ahora de la integral sabemos que: 
 

Evaluamos F en la parametrizacion 
 y realizamos el producto interno con la derivada 

de la parametrizacion. 

 por lo cual ahora realizamos la integral. 

 

  
   

Evaluamos F en la parametrizacion.  

Producto interno.  

Ahora la integral. 
 

Se verifica los sentidos de la parametrizacion y el dado por el problema son iguales. 

La respuesta será la suma de los resultados. 

 

C1 x 1−

1− y≤ 0≤
σ t( )

1−

t









:= 1− t≤ 0≤
t
σ t( )d

d

0

1









→

F x y, ( )

y−

y

x
2

y
2+











:=

F t( )

t−

t

1 t
2+













:=

F t( )
t
σ t( )d

d
⋅

t

t
2

1+
→

1−

0

t
t

t
2

1+

⌠


⌡

d
ln 2( )

2
−→

C2 x
2

y
2+ 1

1− x≤ 0≤
σ α( )

cos α( )

sin α( )









:= π α≤
π
2

≤
α

σ α( )d

d

sin α( )−

cos α( )









→

F α( )
sin α( )−

sin α( )









:=

F α( )
α

σ α( )d

d
⋅ sin α( )

2
sin α( ) cos α( )+

π

π

2

αsin α( )
2

sin α( ) cos α( )+
⌠


⌡

d
1

2

π
4

−→

RESP
1

2

π
4

−
ln 2( )

2
−:=



7.- Dados s��, ��: #� → #� el  campo vectorial definido por 

s��, �� = �'���'���� 

Y �: �0, W�� → #� la trayectoria definida por 

���� = Dcos����sin����N	 
Calcule la integral de línea � s9t� . 
Solución. 

Probemos si la función, F es conservativa, por lo que deberemos buscar una función que cumpla la 

condición 

∇� � s				 �z 		���, �� = '��� 			 ∶ 		 ∇� � �'���
'���� � s 

Por lo que por campo conservativo se cumple que 

8 s9t
�

� 8 ∇�9t
�

� �.��0�/ − � &� �R2�* 

Donde: ��0� = �1,0�						� �W
�� � �0,1� 

8 s9t� = ��1,0� − ��1,0� 		 �z 		 8 s9t
�

� ' ) '			 �z 		 8 s9t
�

� 0 

 

8.- Conociendo que 

s��, �, �� = �'� cos��� + ��	, �� − '� sin��� , �� + �� 

Calcule  

8 s9tu  

Donde c es un trayectoria cualquiera que va desde el punto �1,0,0�  al �0,3,3� 

Solución. 

Demuestre que la función es ���, �, �� = '� cos��� + ��� + �I�  

8 s9tu = cos�3� + 92 − ' 
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1111....---- Cambie el orden de integración para resolver la integral 
* * cos +,

6 -./ 0 1123
√563

7.789
3

 
SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.    
Observamos los límites de integración y así obtendremos la región en la cual se integra la función. 

 
Ahora cambiando el orden de integración tendremos 

* * cos +,
6 -./ 0 112?@A3

3
787.3

B
C  * cos +,

6 -./ 0 112 -.913
B

7. 

Sea D C E
F -./ 0 11  CG   7D C E

9 .97. CG   .97. C 9
E 7D 

* 2
, cos-D1 7D 

E/
EF

C 2
, Isin I,

3J K sin I,
6JJ C √3 K 1

,  

2222....---- Resuelva la integral.    
* * 8.√?

B
787.3

B
0 * * 8.L96?@

B
787.√9

3
 

SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.    
Integramos como se nos indica con los límites establecidos. 

* . 89B√?7.3
B

0 * . 89BL96?@7.√9
3

C  * .9
2 7.3

B
0 * .

2 -2 K .917.√9
3

 

./
6 B

3
0 1

2 +.9 K .M
4 2

3

√9
C   7

24 



3333....---- Sea D la región descrita por, exprese la integral pedida. 
R C S-8, .1:  .9 U 8 U 18 0 .9

3  ∶   0 U . U 3Y     Z C * * .[\]-81 787. 
SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.    
Veamos la región D 

.  
La manera más fácil de resolver el ejercicio seria integrando primero con 8 y luego ., entiende por qué? 
Se tiene entonces, 

Z C * * . cos -81c
d 787./

B  
Donde, e ∈ g. C √8h y i ∈ g. C √38 K 18h 

Z C * * . cos-81 787.
?@A3j/

?@
/

B C * . -sin-811?@
?@A3j//

B 7. C * . ksin +.9 0 183 2 K ]lm-.91n 7./ 
B  

Z C * . sin k+.9
3 0 183 2n K . sin-.91 7. /

B C * 32 sin-D1 7Do
F K * sin-D1 7D2  o

B  

Z C 12 -3 cos-61 K 2cos -91 K 11 
4444....---- Cambie el orden de integración de la siguiente integral. 

* * 8 cos -81pqr -51
563 7.783

B  
SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.    
Para cambiar el orden debemos buscar la región y esta está especificada en los límites, se tiene que 



 
Ahora cambiamos los ejes de integración, para la primera variable a integrar -x1 se tiene que hay cambio de definición de función en un intervalo de -y1 entonces, 

Z C * * 8 cos-81 787.?A3
B

B
63 0 * * 8 cos -813

stupqr-?1 787.pqr -31
B  

****....---- Sea D la región R C w0, E
Mx 8y0, √3z, sea la función, calcula la integral. 

{(8, .) C | 11 0 .9    ]l  . } tan (8)
10    ]l  . ~ tan (8)  

SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.    
Vemos que la región D es un cuadrado pero la función cambia de definición dentro de la región por ello graficamos la región y se tiene que: 

 
Entonces, podemos realizar dos regiones, la primera región se cumple la condición . ~ tan(8), y para la segunda región la otra condición, integramos primero con el eje . y luego con 8, tenemos 

Z1 C * * 10�sr (5)
B 7.78EM

B   ;    Z2 C * * 1.9 0 1 7.√/
�sr (5) 78EM

B  



 
5555....---- Cambie el orden de integración de la integral 

* * {-8, .1965
5@6MM

7.789
6F  

SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.    
Vemos la región sobre la que se integra la función. 

Para el cambio de eje se tiene cambio de límites, por lo 
cual. 

Z C * * {-8, .1
LM?AM

6LM?AM
787.

B

63
0 * * {-8, .1787.

96?

6LM?A�

j

B
 

 
 
 
 
 

 

6.- Sean 

R C �-8, .1 ∈ �9 | 8/ U . ~ 89 , K1 U 8 U 1� 

Z C � �8 0 1
2� 787.

�
 

a) Calcular I 

b) Invertir el orden de integración. 

Solución. 

 

Sea D la región descrita por:    

Para el valor absoluto se tiene que: Para   se tiene  

 se tiene  

Dibujamos la región y nos queda: Con la intersección de las curvas. 

y1 x( ) x
3:= y2 x( ) x

2:= 1− x≤ 1≤

x
1−

2
≥ x

1

2
+








x
1−

2
< x

1

2
+








−



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

a.- La integral dada la región primero con y “y” luego con “x”, queda 

 

b.- Intercambiando el orden de integración nos queda.. 

 

 + 

 

1− 0 1

1−

0

1

0

y1 x( )

y2 x( )

y3 x( )

y4 x( )

y

y

y

0

x x, x, x, x1 y( ), x2 y( ), x3 y( ), 

1−

1−

2

x

x
3

x
2

yx
1

2
+








−
⌠


⌡

d

⌠



⌡

d

1−

2

1

x

x
3

x
2

yx
1

2
+








⌠


⌡

d
⌠


⌡

d+
253

960
→

1−

1−

8

y

1−

3
y

xx
1

2
+








−
⌠


⌡

d

⌠


⌡

d
1−

8

1

4

y

1−

1−

2

xx
1

2
+








−
⌠


⌡

d

⌠


⌡

d+
1

4

1

y

1−

y−

xx
1

2
+








−
⌠


⌡

d
⌠


⌡

d+
317

1920
→

1−

8

0

y

1−

2

3
y

xx
1

2
+








⌠



⌡

d
⌠



⌡

d

0

1

4

y

1−

2

y−

xx
1

2
+








⌠



⌡

d

⌠



⌡

d+

0

1

y

y

3
y

xx
1

2
+








⌠


⌡

d
⌠


⌡

d+
63

640
→

63

640

317

1920
+

253

960
→



7777....---- Calcular la siguiente integral doble. 
� 4|. K 8/|
�

787. 
Donde S es el rectángulo �0,1�8�0,1� 

Solución. 

 

Dibujamos la región S (Un cuadrado [0,1]x[0,1]) da la casualidad que la función dentro del 

valor absoluto cambia de definición dentro de la región por ello, se tiene 

 

 

Se tiene que la región por debajo de la curva se define:  

por encima de la curva se define  

Resolvemos la integral. 

 

y1 x( ) x
3:=

0 0.5 1

0

0.5

1

0

1

y1 x( )

0 1

x

y x
3−( )−

y x
3−( )

4
0

1

x
0

x
3

yy x
3−( )−

⌠

⌡

d
⌠

⌡

d

0

1

x

x
3

1

yy x
3−( )⌠


⌡

d
⌠


⌡

d+











11

7
→
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, - .(/, 1, 2):  /4 5 14 5 224 6 4 , 2 8 9/4 5 14: 

; - < 2=>?  

Solución. 

La región a determinar es la intercepción del ELIPSOIDE con el cono que abre hacia arriba de sección transversal 

circular. Tal solido determinaremos la integral por medio de coordenadas cilíndricas. Esto es primero altura. 

Dese cuenta que el sólido va desde el CONO hasta la parte positiva del ELIPSOIDE luego. 

; - @ A 2=2B4CDEFGE4
9DEFGE =HIJKG -L   ; - @ 12 M2 N 12 (/4 5 14) N (/4 5 14)O =HIJKG  

; - @ M1 N 34 (/4 5 14)O =HIJKG  

La proyección será la intersección de las dos regiones. Luego buscamos la intersección. 

P: Q/4 5 14 5 224 - 424 - /4 5 14  -L   2 - 2√3   -L   43 - /4 5 14 

Es un circulo luego, realizamos la doble integral por coordenadas polares, ya que el circulo es centro en (0,0) 

sabemos que 

S ∈ (0,2U)    1     V ∈ W0, 2√3X 

Entonces 

; - A A W1 N 34 V4X V=V=S4√Y
Z

4[
Z -L    \ - ]_̂  

 

    
    
    
    



2222....----  Calcule el volumen de la región 
d - .(/, 1, 2): 2 8 9/4 5 14;   /4 5 14 6 4  ;  2 6 4: 

    
SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.    
Si graficamos la región omega y la proyectamos en el plano 12 tenemos 

Buscamos la intersección entre el cono de sección circular y el cilindro. 
j - Q24 - /4 5 14/4 5 14 - 4   -L   j: k2 - 2 ;   /4 5 14 - 4l 

Buscamos los valores de las variables en el cambio de coordenadas esféricas, para S, proyectamos el solido en el plano /1, luego tenemos un círculo centrado en (0,0) esto implica 
S ∈ (0,2U) 

Para p, tenemos   p ∈ (0, pqrD) 
 

Donde pqrD viene por el triángulo, se tiene entonces que pqrD - [t 
p u0, U4v 

Para w, tenemos que cambiar ya que 
 
Se tiene un w para un cierto valor de p y otro valor para otros intervalo de p, entonces separemos el rango de p. 
Para p ∈ (0, px), se tiene que w(0, wy), donde wy ∈(2 - 4) 
Dado el cambio de variable 2 - w cos(p)  -L   wy - tz{|(}) 
Para p ∈ upx, [tv, se tiene que w ∈ (0, w~)donde w~ ∈ (�����=V� ∶ /4 5 14 - 4) 

Dado el cambio de variable 
(w cos(S) sin(p))4 5 (w sin(S) sin(p))4 - 4  -L     w4 sin4(p) - 4 -L   w~ - 2sin(p) 



Ahora buscamos el valor de px.  Que viene dado por el triángulo, concluimos que 
 

������px� - 2 
cos�px� - 2√5 

 
Resolvemos la integral. 

> - A A A =/=1=2
�

 
 

> - A �A A w4 sin�p�tz{|�}�
Z =w=p}�

Z 5 A A w4 ����p�4|���}�
Z =w=p[t

}� �4[
Z =S 

> - A �A 2�3 sin�p�cos4�p� =p}�
Z 5 A 2Y3  sin�p�sinY�p� =p  [t

}�
� =S4[

Z  
> - A 2�3 W 1cos�px� N 1X4[

Z N 2Y3 �1 N ������px�� =S 
> - A 2t3 =S4[

Z   -L    > - 323 U 
    

3333....----    Exprese la integral sin calcularla sobre la región dada. 
d - Q�/, 1, 2�:  /4 5 14 5 �2 N 2�4 6 4 ;   2 5 /4 5 14 8 94�       

; - A A A 2�/4 5 14��/4 5 14 5 24�4� =/=1=2 
SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.    
Debemos buscar los valores para las variables en el cambio esférico. Es importante interceptar los dos solidos 

p - � 2 5 /4 5 14 - 94/4 5 14 5 24 N 42 - 0  -L   p - Q/4 5 14 - 74  , 2 - 12� 
 
 



La proyección del solido será la esfera completa de radio 2. 
� - k/4 5 14 - 4l 

De aquí deducimos que los valores para la variable S ∈ (0,2U) 
Buscamos los valores de p. Phi va desde cero (eje z) hasta la intercepción de los sólidos tenemos un triángulo como sigue. 

 
 
Donde pqrD -L  tan(p) - √7 
Por lo cual 

p ∈ (0, pqrD) 
 

 
Buscamos por ultimo w ∈ (wx, w�)  =��=�  wx ∈ ��V������=�   w� ∈ �� �V� 
Dado el cambio de coordenas esféricas 

�/ - wsin (φ)cos (S)1 - w sin(p) sin(S)2 - w cos(p)    ¢�������� - w4 sin(p) 
 
Bien, el paraboloide de ecuación, aplicamos el cambio de variable 

2 5 /4 5 14 - 94  -L   w cos�p� 5 �w sin�φ� cos�S��4 5 �w sin�p� sin�S��4 - 94 
w cos�p� 5 w4 sin4�p� N 94 - 0 

De la ecuación de segundo grado con incógnita w 
wx - N cos�p� 5 9cos4�p� 5 9 sin4�p�2 sin4�p�  

Solo la positiva, la negativa corresponde al opuesto. 
 
Luego, la esfera de ecuación /4 5 14 5 24 N 42 - 0, aplicamos las coordenas esféricas 

(w cos(p))4 5 (w sin(φ) cos(S))4 5 (w sin(p) sin(S))4 N 4w cos(p) - 0  
w4 N 4w cos�p� - 0  -L   Q w - 0w� - 4 cos�p� 



Una vez halladas los valores procedemos a escribir la integral 
; - A A A 2�/4 5 14��/4 5 14 5 24�4� =/=1=2 

 
; - A A A �w sinY�p� cos�p��t z{|�}�

C z{|�}�F9z{|E�}�F£ |��E�}�4 |��E�}� =w¤¥z¦¤��√§�
Z =p=S4[

Z  
    4444....---- Calcule el volumen de la región dada, 

d - k�/, 1, 2�:  /4 5 14 6 4/   ;   /4 5 14 5 24 6 16 ;   2 8 0l 
SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.    
El volumen del solido viene dado por > - ¨ ¨ ¨ =/=1=2�  
Resolvemos esta triple integral por el cambio de variable polar, por ello la primera variable será z. z parte de cero 
hasta la esfera de radio 4 parte positiva 

> - A A A =2
9©�CDECGE

Z
=H

ª
- A A 916 N �/4 5 14�=H

ª
 

La región viene dada por la proyección del solido en el plano /1, esta proyección vendrá siendo el cilindro de 
ecuación �/ N 2�4 5 14 - 4 ¿Por qué? 

Observamos que los valores para el ángulo S 
S ∈ uN U

2 , U
2v 

Mientras que los valores para V, serán: 
Sea la ecuación del círculo, aplicamos el cambio polar 

/4 5 14 N 4/ - 0   -L   V4 N 4V cos�S� - 0 

V�V N 4 cos�S�� - 0   -L    Q V - 0
V - 4 cos�S�    ��®�   V ∈ �0,4 cos�S�� 

Integramos ahora. 

> - A A 916 N V4V =V=S
t¯K°�±�

Z

[
4

C[
4

 -L    > - 4Y
3 WU N 4

3X 

    
    



5555....---- Calcule el volumen sobre la región. 
² - k�/, 1, 2): 2 8 /4 5 14  ;    2 6 10 N /4 N 214l 

SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.    
La ecuación 2 8 /4 5 14 representa un paraboloide de sección transversal circular cuya desigualdad se cumple 
para la parte interna. 
La ecuación 2 6 10 N /4 N 214 representa un paraboloide de sección transversal elipse cuya desigualdad se 
cumple para la parte interna.  
Debemos buscar la intersección de los dos volúmenes 

´ - Q 2 - /4 5 14
2 - 10 N /4 N 214   -L   /4 5 14 - 10 N /4 N 214   -L    2/4 5 314 - 10 

Lo cual es una elipse.  
Usando coordenadas polares, se tiene que 

µ> - Q/ - V cos (S)1 - V sin(S)     ¢�������� - V 
Y Parametrizamos la elipse, se tiene 

/45 5 310 14 - 1 -L   W /√5X4 5 ·¸ 310 1¹
4

- 1 
 

Sea D√º - V cos�S�  -L    / - √5 cos�S�   ;    B Y
©Z 1 - V sin�S�  -L   1 - B©ZY V sin�S� 

Donde el jacoabiano ya lo demostramos anteriormente, ¢�������� -  BºZY V 
Bien, ahora realizamos el cambio de coordenadas polares para 3D, z será el vector que va paralelo al eje z, desde 
el comienzo del solido hasta el final. 

> - A A A =/=1=2
»

- A A A =2
©ZCDEC4GE

DEFGE
=H

ª
- A A 10 N 2/4 N 314

ª
=H 

La región D es la que resulta al proyectar el sólido en el plano /1, resulta la elipse de intercepción ¿Por qué?, 
entonces aplicando el cambio que se obtuvo al parametrizar 
Con los valores, S ∈ �0, 2U�   ,    V ∈ �0,1� 
Realizamos la integral 
 



x
2

y
2+ 2a

2

x
2

y
2+

3

2
a

2

0 θ≤ 2π≤

> - A A �10 N 10V4 cos4�S� N 10 V4sin4�S��V=V=S
©

Z

4[

Z
- A 10�1 N V4�V=V=S

4[

Z
 

¼ - ½¾
√¿ ^    

6.6.6.6.----    Calcular el volumen del solido T donde 
À - k�/, 1, 2� ∈ ÁY | /4 5 14 8 24 , /4 5 14 5 24 6 3�4  ,   /4 5 14 6 2�2}  

Solución.Solución.Solución.Solución.    

 
 
 

 
 
 

 
 

 

  

Sean la región formada por: 
  

  

Busquemos los niveles de intersección de las regiones UNO a UNO. 

Cono y Esfera: Paraboloide y Cono. Esfera y Paraboloide 

 
  

Notamos que el nivel de (z) para la intersección del cono y paraboloide ocurre a un nivel mayor que 
el radio de la esfera luego dicha intersección no esta dentro del volumen. Del restos las demás si. Si 
graficamos las regiones con sus desigualdades, nos queda el siguiente volumen. 

 La intersección del cono/esfera dada 
un circulo de ecuación. 

Y la intersección del paraboloide/esfera. 

 

 

Analizamos las variables del cambio de coordenas 
ESFERICAS. 

La proyección es un circulo centrado en el origen 
luego.  

 
CONO x

2
y

2+ z
2≥

ESFERA x
2

y
2+ z

2+ 3a
2≤

PARABOLOIDE x
2

y
2+ 2az≤

2az z
2+ 3a

z
2

2az+ 3a
2− 0

z a

z
2

z
2+ 3a

2

z
3

2
a

z
2

2az

z z 2a−( )⋅ 0

z 2a



      

        

El ángulo φ  va desde el ángulo formado por el cono hasta un valor máximo dado por la intersección de 
la esfera/paraboloide para luego desde este valor hasta π /2. Esto con el fin de establecer los valores de 
la variable ρ . 

Rho ira (para φ  de cono a intersección) de 0 a radio de esfera. Pero Rho ira (para φ  de intersección a π /2) 
de 0 hasta paraboloide.  

 

Buscamos φ  cono: 

Del triangulo se tiene que:  

Buscamos φ  de la intersección. 

Del triangulo se tiene que: 
  

No me interesa el valor del ángulo sino los valores de las relaciones 
trigonométricas del mismo luego. 

Ahora buscamos la dependencia de ρ  sobre el ángulo φ . 
Sabemos que ρ  llega hasta el paraboloide de ecuación. 

 aplicando cambio Esférico se tiene. 

 

Del que se obtiene:  

Ya determinado los valores del cambio de variable resolvemos la integral 

 

 

Resolvemos la integral para ρ  

 

ϕ
π
4

ϕ1 atan 2( ):=

x
2

y
2+ 2az

ρ2
sin ϕ( )

2
2a ρ⋅ cos ϕ( )⋅− 0

ρ 2a
cos ϕ( )

sin ϕ( )
2

⋅
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⌡

d
⌠
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⋅ 3 3 a
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d
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d

0

2π

θ

ϕ1

π

2

ϕsin ϕ( )
1

3
⋅

8a
3

cos ϕ( )
3

sin ϕ( )
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⌠



⌡

d

⌠



⌡
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7.7.7.7.---- Una integral triple en coordenadas cilíndricas viene dada por 

A A A VY sin�S� cos�S�
√tCJE

©
24=2=V=S

√Y

©

[
4

Z
 

1.� Describa la región de integración mediante las desigualdades en coordenadas 
cartesianas. Haga un grafico. 2.� Exprese la integral triple en coordenadas cartesianas �Solo exprésela, no calcule dicha integral�, integrando primero respecto al eje Z luego respecto al eje Y y por 
ultimo al eje X. 

Solución.Solución.Solución.Solución.    
 

 

 

Reorganizamos un poco las integrales nos queda: 

 

Ahora resolvemos la integral de φ  

 

Y por ultimo la integral de θ . Recordemos que:  y   

 RESPUESTA. 

b.-  

a.- 
 

la grafica que representa esta integral es: 

3a
3

0

2π
θ

π

4

ϕ1

ϕsin ϕ( )
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d
⌠
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d⋅
8
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0
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2
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⌠
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d
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8
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4
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4

4
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d⋅+
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1

3
:= cot ϕ1( )

1

2
:=

a
3

3
1−

3

2

2
+








2π
8

3

1

4

1

4
⋅








⋅ 2⋅ π+







simplify
π a

3⋅ 3 6⋅ 5−( )⋅
3

→

xyzxyz
2

⌠


⌡

d
⌠


⌡

d
⌠


⌡

d

0

π

2

α
1

3

r
1

4 r
2−

zr
3

sin α( )⋅ cos α( ) z
2⋅

⌠

⌡

d
⌠

⌡

d

⌠


⌡

d



        

 



UNIVERSIDAD SIMON BOLIVARUNIVERSIDAD SIMON BOLIVARUNIVERSIDAD SIMON BOLIVARUNIVERSIDAD SIMON BOLIVAR    PREPARADURIA DE MATEMATICAS  
MATEMATICAS 5 �MAMATEMATICAS 5 �MAMATEMATICAS 5 �MAMATEMATICAS 5 �MA----2112�2112�2112�2112� VIERNES 23-03-2012 Miguel Guzmán (magt369@gmail.com)   1111....----     Calcule el volumen del solido generado por. , - .�/, 1, 2� ∈ 45  ∶    /7 8 17 8 27 9 1   ;   27 9 /7 8 17 ; 

Solucion. 

El volumen es la seccion que resulta en la parte interna de una esfera y la parte externa del cono de ecuaciones 

dadas. Aplicando coordenadas esfericas. Sabemos que 

< ∈ �0,1�    ;     = ∈ �0,2>�   ;     ? ∈ @>
4 , 3>

4 B 

Luego el volumen 

C - D E/E1E2
F

- G G G <7 sin(?)
I

J
E<

5K/M

K/M
E?E=

7K

J
 -N   O - P√P

R S 

2222....----  Calcular la integral doble 

W XYZE/E1
[

 

Donde S es la región acotada del primer cuadrante limitada por las curvas de ecuaciones /1 -
12   , /1 - 4 , 1 - 2/ , 1 - 8/. Use el cambio de variable ` - /1    a - Z

Y   / b 0. 
SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.    

    
    

    
    
    
    
    
    

Dibujamos la region S. 

    

 

y2 x( )
12

x
:= y3 x( )

4

x
:= y4 x( ) 2x:= y5 x( ) 8x:=

0 1 2 3
0

5

10

0

y2 x( )

y3 x( )

y4 x( )

y5 x( )

0

x



    
                        

            
    

                                            

 Buscamos S* usando la sugerencia dada:  

implica  
 

Buscamos el jacobiano del cambio de variable. 

 

Sea la primera curva a parametrizar. 

  implica   

  
  

implica   

  implica   
  

Si graficamos la nueva region.     

 

x1 u v, ( )
u

v
:=

xy u

y

x
v y1 u v, ( ) u v⋅:=

Jacobiano u v, ( )
u

x1 u v, ( )d

d

u
y1 u v, ( )d

d

v
x1 u v, ( )d

d

v
y1 u v, ( )d

d













simplify
1

2 v⋅
→:=

C1 xy 12

3

2
x≤ 6≤

u 12

2 v≤ 8≤

C4
y

x
8

1

2
x≤

3

2
≤

C2 xy 4

1

2
x≤ 2≤

u 4

2 v≤ 8≤

C3
y
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v 8

4 u≤ 12≤implica v 2
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u1 v( ) 4:= u2 v( ) 12:= v1 u( ) 2:= v2 u( ) 8:=
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v2 u( )

v
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0

u u, u1 v( ), u2 v( ), 



    

    
            3333....----    Calcular la integral 

c 1 E/ − / E1
/7 + 17e

 

Donde C es la curva que limita el dominio 
g = .�/, 1� ∈ 47 ∶   1 ≤ 2   1 + 2 ≤ /7; 

Recorrida sentido anti horario 
SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.    

    
    
    
    
    
    
    
    
    
    

    

Queda un cuadrado  [4,12]x[2,8] 

Integramos: 
 

De igual forma 
 

Sentido antihorario. 
Graficamos la region C   

 

4

12

u

2

8

v
e
u

2 v⋅
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⌡

d

⌠


⌡

d ln 2( ) e
4

e
12−( )⋅−→

2

8

v

4

12

u
e

u

2 v⋅

⌠


⌡

d

⌠


⌡

d ln 2( ) e
4

e
12−( )⋅−→

y7 y( ) 2:= y8 x( ) x
2

2−( ):=

2− 1− 0 1 2

2−

1−

0

1

2

0

2

y8 x( )

0

x



                
            Ya que 

c 1 E/ − / E1
/7 + 17e

= W @jk
j/ − jl

j1B E/E1
m

= W 0E/E1
m

= 0 

Si quiere verificar este resultado, tendremos que parametrizar la frontera, lo cual es tedioso, sin 
embargo. 

 
 
    

    
    
    

    

    
    
    
    
    

Sea la función  
 

Si realizamos Green sobre la trayectoria Cerrada. 

 

Según Green da cero la integral. 

  
   

Evaluamos F en la parametrizacion.  

Evaluamos el producto interno.  

Y resolvemos la integral  
 

Ahora la otra frontera   
   

F x y, ( )
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C1 y 2
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→



            
            

            

    
Se da cuenta de que hay una discrepancia entre las respuestas. Según GREEN la integral 

de línea debe dar CERO pero si parametrizamos cada frontera y se realiza la integral de línea 
por definición da un resultado DISTINTO de CERO, quien esta mal entonces?? GREEN!! Cuando 
se utiliza el teorema de Green este GENERA una región, resulta ser que cuando la frontera pasa 
a región para la integral doble, existe un punto �0,0� en el cual la función F�x,y� NO SE DEFINE, 
por lo que se hace presencia de una indeterminación en Green, he ahí el problema. OJO CON EL 
EJERCICIO. Para trabajar el problema sin necesidad de recurrir a la parametrizacion se debe 
considerar GREEN completo con �0,0� incluido, lo único que haremos será RESTAR una 
parametrizacion centrada en el punto, lo mas pequeña posible a la integral anterior, así 
estamos excluyendo el punto indeterminado. Por lo que 

c 1 E/ − / E1
/7 + 17eyz{{|

= W @jk
j/ − jl

j1B E/E1
m

= 0 

Realizando lo antes explicado 

c 1 E/ − / E1
/7 + 17eyz{{|

= W @jk
j/ − jl

j1B E/E1
m

− c 1 E/ − / E1
/7 + 17}yz{{|

 

Donde definimos 2 = .�/, 1�: /7 + 17 = �7;  <-  trayectoria centrada en �0,0� de radio delta 

Evaluamos F en la parametrizacion. 

 

Evaluamos el producto interno. 

 igual a   

Resolvemos la integral. 

 

 

 

Revisamos el sentido de la parametrizacion. La I1 es inversa al sentido dado lo tanto hay cambio de 
signo mientras que I mantiene el sentido (mismo signo). 

 Resultado que lo presentaba GREEN ???????????. 
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atan t( )−:=

t
2− t

2−

t
4

3t
2− 4+
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⌡

d atan
t

2

t
3

2
−









atan t( )−→

I f 2( ) f 2−( )−:=

I I1−
π
2

− 2 atan 2( )⋅− 2 atan 3( )⋅−→



c 1	E/ − /	E1
/7 + 17}

	
Parametrizamos	Z	

��=� = �� cos�=��	 sin�=�� 		 ∶ 			����=�� = �sin�=��cos�=�� � 		 ∶ 			 ���=� = �− sin�=� �cos�=� � �	

c 1	E/ − /	E1/7 + 17}yz{{| = G 〈�sin�=��cos�=�� � , �− sin�=� �cos�=� � �〉 E=7K
J = G −1E=7K

J = −2>	
Pero	esta	parametrizacion	es	opuesta	a	GREEN,	que	debe	ser	recorrido	sentido	horario	para	que	el	área	quede	a	la	izquierda.	Por	lo	que	

c 1	E/ − /	E1/7 + 17}yz{{| = 2>	
Finalizando	

c 1	E/ − /	E1/7 + 17eyz{{| = 0 − 2>			 =>�e�zz{���|�{[{|����� 			c 1	E/ − /	E1/7 + 17e = −2>		4��l	
WAIT,	no	es	la	respuesta	que	se	obtuvo	en	la	parametrizacion???	

���z��{�z������| = −>2 − 2�atan�2� + atan�3�� ≠ −2> = �yz{{|	
Pues	resulta	que	SI	son	iguales,	NUMERICAMENTE	si	lo	son,	así	que	la	respuesta	es	correcta.	OJO,OJO,OJO,OJO,	Este	ejercicio	se	resuelve	por	Green,	pero	tenga	en	cuenta	lo	expuesto.	Se	debe	restar	aquellos	puntos	que	presenten	indeterminación	sobre	la	función	a	integrar.	

4444....----				Usando el cambio de variable.  � / = `1 = `7a y siendo D �1 = 2/71 = 0/ = 1  determine. 

W �/ + 1�E/E1m  

Solucion: 

� = � ¡	


